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第 一 章 Nevanlinna 理论 ” 


本 章 是 以 后 各 章 的 必要 准备 , 简要 地 介绍 Nevanlinna 理论 的 有 
关 部 分 ,其 中 包括 了 著名 的 第 一 和 第 二 基本 定理 .这 两 个 定理 构成 
T Nevanlinna 理论 的 基础 .1925 Æ, R. Nevanlinna 首次 发 现 了 这 两 
个 定理 ,从 而 开创 了 亚 纯 函 数值 分 布 理 论 的 近代 研究 . 


$ 1.1. Poisson-Jensen 公式 


1.1.1. Poisson-Jensen 公式 


定理 1.1 设 /(z) 在 圆 |z| 么 p(O<p< +оо) ЕЖ, а; (і 
= 1,2,---, n) Mb (G = 1,2,…,m) 分 别 是 了 f(z) 在 圆 |z| < p 内 的 零 
点 和 极点 , 其 中 每 个 零点 或 极点 出 现 的 次 数 与 其 极 相 同 , 则 对 于 和 任意 
值 z = re*(0<r<p,0<0<2x) 有 


iog f(z) |= — f 1ов1/(юе”)| сг 4 
g © 2 |. БЈР р? — 2ргсоѕ(0 — ф) + ғ? Ф 
л р(2 — а;) р(2—,) 
+ Іор! -一 -一 一 | 一 log | 一 一 一 一 一 一 | ， 1. 1 
> в р? — az ГЭ °| р? Б (1.1) 


R. Nevanlinna 称 (1.1) 式 为 Poisson-Jensen 公式 B29. 
Ш. (1) 我 们 首先 假设 f(z) 在 加 |z| < р 上 无 零点 和 极点 .于 是 ， 
对 于 任意 取 定 的 一 个 点 zo = roe*0(0 < ro < p,0 < 0, < 2л), 函数 


2 2 
„Р — [201 
Іов /(2) 7 


1) 本 章 基 本 文献 , 清 参考 [32a] 和 [21c] . 


在 圆 |z| < p 上 全 纯 . 根 据 Cauchy 公式 ,我 们 有 


1 (02 — ||?) 
log fizo) =-у | oa CC (1.2) 


在 圆周 || = p 上 ,车 记 t = ре, ШЖ di = ipede 和 
(P? — Zob) (X — zo) = рее { p? — 2procos (0o — p) + r3}. 
于 是 (1.2) 式 给 出 


(0? — тё)аф 
р? — 2procos(00— ф) + г 


2я 
ов (за) = р |. ов (ре) > 


进一步 取 等 式 两 边 的 实 部 , 则 得 到 
—г)4 
losifa) |== |” ов 17е) 1 (02—ғ5)4ф 


— 2procos (00 — ф) + rú ` 


由 于 zo 点 的 任意 性 ,我 们 证 明了 (1. 1) 式 成 立 . 

(2) 如 果 仅 仅 假设 f(z) 在 圆 |z| < р 内 无 零点 和 极点 ,而 在 加 
J 1z| =p 上 可 能 具有 有 限 个 零点 和 极点 , 则 仍然 可 以 证 明 (1. 1) 式 
成 立 .事实 上 , 此 时 (1. 2) 式 中 的 被 积 函数 仅仅 具有 对 数 奇 性 , 因而 积 
分 仍然 有 意义 ,在 每 个 零点 和 极点 处 ,只 需 对 积分 线 圆周 |5|= p 稍 
洗 作 些 改动 ,然后 通过 极限 过 程 , 即 可 证 明 (1. 2) 式 成 立 ,从 而 (1. 1) 
RURY. 

(OORERNE E-M. ® 

ишло Д ~ = сао |, (1.3) 


р? — bz ii dz 


Оен 


Дра (2) EA |2|< р 内 全 纯 , 且 无 零点 .我 们 对 东 (z) 应 
用 (1. OR, FHER i = ре, |а| < 1 时 ， 


ip _ 
ре а = 1, 


| te 一 |_ 


_ | 一 ae 
p° — 24 


р—йге° p — Te? 


则 得 到 


(р?—т?)аф 
р? — 2prcos(0 — ф) + r? ` 


1 2x | 
Іор | (2) | = эх], Іов | f(pe'?) | 


再 利用 (1. 3) 式 , 即 得 (1. 1) 式 .于 是 定理 1. 1 完全 得 证 . 
当 f(0) 关 0,o0 时 ,如 果 在 (1.1) 式 中 命 z=0, 则 得 到 


2r 
юв! /(0)1=-у— |, gtoeolo 


п P m p _ 
2 187] + У, log |b;l “ (1.4) 
(1.4) 式 称 为 Jensen AR. 
1. 1. 2。 Jensen-Nevanlinna 公式 
我 们 用 
n(n nn а= о, 
"(5 ) a # о 
/—-а 


表示 方程 f(z) = a 在 圆 |z| <r(0 <r<p) 内 根 的 个 数 ( 按 重 级 计 
ж). 用 


"(®а) = (0, /—а)={"@ a = co, 
"(0 ). a Z co 
f—a 


表示 方程 f(z) = a 在 原点 z = 0 处 的 根 的 个 数 ( 重 根 按 重 级 计算 )， 并 
HE 


N (r,a) = N(r, f = a) 


[e= f z(a) а) апо, a)logr, а= о, 


"(» )-| "an e dt + n (0, a)logr, 


于 是 ,我 们 有 


È log% = f (es ) ано) 


p Р 
t o 0 t 


p 
-| 100) = м(р,0),. (1. 5) 
o t 
以 及 
т P 
У. log-£ -| 106 ©) q = м(р,). (1. 6) 
=з `lb;| o t 
另 一 方面 ,我 们 定义 
+. logx， х2 1, 
log =} 0, 0<x<1. 
T Ez: x > 0 FF, A 
log x = log* x 一 log+ L, 
| х 
置 


m(r,a) = m(r, f = a) 


. á . 


2л 
m. == | Іов |7 (е?) [40, a= æ, 
о 


L -= 工人 iogr L шу ая 
no 人 /—а )- 2n |. OË те) аја 47 9% 
则 有 


1 f?r | 
去 | log|f(pe™ ) |do 
л Jo 


1 2я + үө 1 2r + 1 
-去 | log |f(pe ме |, log Tipe? 
= т(р, оо) — m(p, 0). (1.7) 


于 是 (1.4), (1.5), (1.6) fn (1. 7) 式 给 出 


1 [2 i P 
2л Jo 0 t 


-二 | or 1 4 
2л Jo (рее) 


-Í MEO dt + 181700)1, (1. 8) 


о 
т(р, 20) + №р, о) = т(р,0) + N (p, 0) + log| /(0) |. (1.9) 


ш 00) = 0 Ro 时 , 我 们 假设 f(z) 在 :=0 点 的 邻 域内 
的 Laurent 展 式 为 


JU) =c + Cepa tt + 5, с, 5 0. 


8 у, (2) =z f(z), 则 /.(z) 在 圆 hz| < p EEM, ЗЕН f (0) = c, L 
K 


2n 


| 1 {?" | 

— to = іф _. 

эх |, Іов | fi (pe'°) |de m |, ов | f(pe'*) idp — slog p, 
s= n(0,0)— п(0, со). 


我 们 对 万 (z) 应 用 (1.8) 式 , 则 得 到 


1 2к | ? 一 
э [зов Лен) do | 050009090) д 
2л о о t 
+ n(0, oo )logp 
p 
n(t,0) — n(0, 0) й 


1 2к 1 
=——| log+— -4d +f 
2л |, Ë Тре) |, t 
+ n(0,0)logp + 1ор|с,|, 


т(р, ©) + №р, оо) = т(р,0) + №(0, 0) + logic,|. (1.10) 


(1. 10) 式 称 为 Jensen-Nevanlinna 公式 . 


8 1.2. 特征 函数 
1.2.1. 特征 函数 的 定义 


i /(2) ЖЇЙ|2|< R(0 < R < + о) 内 一 个 不 恒 为 零 的 亚 纯 


函数 .我们 在 (1. 9) 式 中 易 p 为 r(0 < r < R), 并 且 定 义 


Tír, f) = m(r, f) + N (r, f); ` | (1.11) 
到 (1L9) 和 (1 10) 式 又 可 分 别 写 为 | 


тъл 20» у) + оло)! (1.12) 


T(r, f) = (r, у) +59161 (1. 13) 


R. Nevanlinna # Т(г,/) 为 f(z) 的 特征 函数 .329 
1.2.2. Cartan 恒等式 

我 们 寻求 TO, f) 的 一 个 新 的 表示 式 ,并 且 证 明了 T(r f) 的 两 个 重 
要 性 质 . 根 据 (1.4) 式 ,对 任意 一 个 复数 ao 有 


1 [> оғ |а|, |а|>1 
— | орја ë| d0 = > , 
2л |, ogla— | 上 [а] < 1, 


即 有 
1 2 
— — — e”? = + 
эл |, logla — e'°* | d0 = iog |а|. (1.14) 


我 们 首先 假设 A(0) 关 oc. 23 f(0) e° BF, XF f(z)— e (0 < 0 
<2z) 应 用 (1.7) 和 (1.9) 式 ,得 到 


1 2% | | 
_ ie) _ „іб 
>x | Іор | /(те*)— ede 


1 А 
- K [r = )- N(r, f) + logl f(0) — eol， 


其 中 0 <r < R. 固定 值 r, 对 0 求 积 分 , 则 有 


i 2x 1 2л Ф | 
— d0 -—— i — pi? 
>x | 55 |, log|f(re )— e'*|de 


2r 1 
-去 | “(б тас) мл 


1 2 А 
— poi0 
十 7z |, log|f(0)— e°]d0 ` 


1) 在 本 书 中 ,复数 包括 oc. 


进一步 根据 {1. 12) 和 (1. 14) 式 得 到 
1 (> y | ‚ 
пл l, м(^ усә )40 + os IAO) . (1.15) 


这 就 是 所 谓 的 Cartan 恒等式 .9 
其 次 我 们 假设 /0) = o . 设 c. 是 /z) 在 z=0 点 邻 域内 展 式 中 
的 首 项 非 零 系 数 .我 们 对 /(:) 一 所 应 用 (1.7) 和 (1. 10) 式 , 则 得 


1 2п А А 1 
zl, Іор | /(ге'*) — e° | dp -м(; == )- мл 


+ Іор |с, [, 


1 [2 1 
тз) =s | (5 ) в + ос. (1. 16) 
о 


当 固 定 0 В, М (е, еб) 是 > 的 非 减 函数 ,于 是 根据 (1.15) 
和 (1. 16) 式 ,我 们 判定 T(r, 了 ) 是 > 的 非 减 函数 , 并 且 有 


dT(r,f) _ 1 | 


" 10 а . 
dlogr эх |," е 040 


0 

从 而 进 -- 步 判定 Tlp 记 是 logr 的 凸 函 数 . 

1. 2. 3， 关 于 特征 函数 的 几 个 不 等 式 
ia, a, …,ap 是 任意 p 个 复数 , 则 有 


Р Р 

log* а, < Y ` logt |а, |, (1.17) 
v=1 y=1 
р р | 

1ов* | Y a,| < У 1ов* |а, | + logp. (1.18) 
v=1 y=1 


相应 地 , X F BM |z] < R(0 < R < + co) 内 任意 p +` ЧЕ BË ES 
Жу, (2), f, (z), f, (z) 有 


. 8 `: 


其 中 0 <r < К. 另 - 方面, 当 太 (0) Zx (v = 二 2,…,p) 时 又 有 
Р . P . 
(д) È N.o, 
p р 
n(n, йл) N (r, /,). 
y= 1 у=1 


于 是 根据 (1.11) 式 ,我 们 得 到 


т; y г.) < > T(r, f.) + log p, (1. 19) 
v=1 v=1 
r(r, í f.) < Y T(r, f.).- (1.20) 


Чч R > 1 RJ, l E HH 3 J 1 <r<R 时 的 情况 ， 则 条 件 八 (0) 关 оо 
(у = 1, 2, ---, р) 可 以 去 掉 . 


1.2. 4， 全 纯 函 数 的 最 大 模 和 特征 函数 间 的 关系 


设 f(z) EB] |z| < R(0 < Rs + 00) 内 的 一 个 全 纯 函 数 . 
置 


м, f) = max | f(z) |, 


则 有 不 等 式 
T(r, f) < log* M (r, f) 


< Tp. f) (0<r<p<R) (1.21) 


事实 十 ,根据 (2) 的 全 纯 性 ,我 们 有 
Te, S) = тл f= |, log 1ге) 140 < os" M1r, f), 
0 


即 证 明了 (1. 21) 式 左边 的 不 等 式 .为 了 证 明 右 边 的 不 等 式 , 我们 首先 
注意 到 当 M(r f) < 1 BF, (1. 21) 式 右边 不 等 式 是 显然 的 .于 是 可 以 
R M (r, f) > 1. 选取 点 zo = re, 使 得 |f(zo)|= Му, f). 然后 
根据 Poisson-Jensen 公式 ,我 们 得 到 


Іов! M (r, f) = ов" | f(zo) | 


р f” | (02 — ғ? )4ф 
<——| 1 И 

Эл |. ogl (рее) | р? — 2рғсоѕ(0 — p) + r° 

+r 1 2n А 

< 人 log* | ре‘) |do 

p—r 2r |, 

p+r ptr 
= ———т(р, f) = ——-——— Tlp, f). 

p-r por 


即 (1. 21) 式 右边 不 等 式 成 立 . 


$ 1.3. Ahlfors-Shimizu 特征 
1.3. 1. Ahlfors-Shimizu 特征 


我 们 用 k(a, Б) IÈ |а, b| жка, b 两 点 间 的 球面 弦 距 离 . 具 体 地 
说 , 3 a, 5b 均 为 有 限 点 时 ， 
la—b| 
Vi+t+lal? 4/1 + [612 


к(а, Б) = |а, | 


„ 


当 a,b 中 有 一 个 点 (例如 b) 是 oo 时， 
___1___ 
1 +]а|2 ` 
设 filz) 是 圆 |z|<R(0<R<+o0) 内 的 一 个 不 恒 为 常数 的 
亚 纯 函数 . 当 0 < r < АЕ}, Эіс 


к(а, о) = |а, oo |= 


| 1 f2* 1 
= — —— dO 
mo(r,a) 2х [, log kí flre), а} 9 


00) = (0) = -| Ө уг 74000, z = re", 


121 < 
Tn f) = | za, 


其 中 4(r) 表示 f(z) Bh 9 И |z] < r 到 Riemann 球 上 的 像 面 
积 , Ту (>, 户 称 为 Ahlfors-Shimizu 特征 ,01*36a 
定理 1. 2 ”对 每 个 复数 值 a 和 任意 值 r, 0 < r < R, 我 们 有 


Tolr, f)= №, а) + mol(r, а) — то(а), (1.22) 
其 中 mo (a) 是 与 1 无关 的 常数 ,精确 地 定义 如 下 : 


mo(0,a),  f(0)#a, 


mola) loglc- |, — J/(0)= a= о, (1.23) 
2 
юв + tel /(0) =a= оо, 


KA 


ЮА с_„ 表示 f(z) 在 z = 0 点 邻 域内 展 式 中 的 首 项 非 零 系数 ， 并 且 
点 z2=0 是 /zl) 的 六 级 极点 ;cy 表示 1(z) 一 aa 在 z=0 点 邻 域内 展 式 


- H - 


中 的 首 项 非 零 系数 ,并 且 点 z 一 0 是 f(z) ahs RER. 
证 , 设 a 和 b 是 任意 两 个 判别 有 穷 复数 .根据 幅 角 原理 , 我 们 有 


fb 


dmo{r,a) dmo(r,b) _ 1 2= 4 
dr dr 2л lo dr log /—а 40 
_ 1 f—b _ n(r,b)— n(r,a) 
2mr ИКЕ )- r | 
dN » , ` 
нана) па) ж phi 
dmo (r, a) + dN (r,a) _ dmo(r, b) + dN(r, b) 
dr dr dr dr ` 


再 对 两 端 求 积分 , 并 计 及 (1.23) 式 得 到 
mo(r,a) + N(r,a)— mo(a)= mo(r,b)+ N(r,b)— mo(b). 


当 a,b 中 有 一 个 是 o% 时 ,不 难看 出 此 式 仍然 成 立 .于 是 mo(r,a) 
十 入 (7,a) 一 mo(a) 是 一 个 依赖 于 7 而 无 关于 值 a 的 量 . 因 此 , 如果 


用 dw(a) 表示 Riemann 3R K 上 的 面积 元 素 ，| |o (a) = л, 
K 
N (r,a) + mo (r, a)—moí(a)= моа) + m. (r, а) 
К 


mola) }4ю(а) = 二 we 
к 


+ | [mo a)deo(a)— y [frao 
K K 


注意 到 
l l d ) | 
[saa ee 
K 
是 一 个 与 点 z 和 f(z) 无 关 的 常数 ,所 以 
1 1 
Е а)до(а) – — [салоса = 0, 
л л 
K K 


另 一 方面 有 


q [fne odota f (ак, adota) 
л z jo t 
K K 
L AD a 
zlo f 
-| 05 f). 
ç t 


于 是 (1. 22) 式 成 立 , 即 定理 1. 2 得 证 . 
1.3.2. T(r г) T,(r, 了 f) 间 的 关系 
在 (1.22) 中 , 置 a = œ, WA | 

To (r, f) = № (r, оо) + то(, оо) – то(оо). (1. 24) 


注意 到 


log" /I < log./1 + Ifl? < log* |f| + -log 


m(r,f) < molr, 0) < m (r, f) + 21080, 

并 且 根 据 (1. 24) R, 则 得 
Т(т,/) < Ta (7, f) + mol) < Т, f) + 32-102. а. 25) 
进一步 根据 (1.23) 式 ,我 们 可 以 导出 当 f(0) 关 ww 时 ， 

(тл. )— Talr, f) — 1087 170)11«-1082; 
5 у(0) = сой}, 

IT(, )— Ta, f) — 1ов1С-„11 < —Iog2. 

$14 第 一 基本 定理 


1.4.1 第 一 基本 定理 


W f(z) ÆR |z| < R(0 < R < + oo) 内 的 一 个 非常 数 亚 纯 函 
数 ,a 是 一 个 有 穷 复 数 , f(z) 一 a 在 z = 0 点 邻 域内 的 展 式 为 


J(z)— a = си" + с, + +, c, 0. 


在 上 述 假设 下 ,根据 (1.13) R, IHE Ër, 0 < r < R, RITA 


T(r,f— a) = (r. РУ ) жоны. 


m(r,f — a) < m(r,f) + log! |a] + log2, 


m(r,f) < m(r,f — a) + log’ |а| + log2, 


以 及 
N(r,f— a) = N (r, f). 
则 又 有 
|T(r,f—a)— T(r,f) | < log* |a| + 1082. (1.26) 


于 是 我 们 判定 


< log* |a] +log2, (1.27) 


ku Tr — ) te 


即 证 明了 下 述 定理 1. 3. 
定理 1.3 对 于 任意 一 个 有 穷 复 数 a, 我 们 有 


т(» =) = T(r,f) — log|c, | + (7, а), 


其 中 
|e(r,a)| <1ор* [а| + log2. 
R. Nevanlinna 称 定 理 1. 3 为 第 一 基本 定理 B31. 
设 a(a 关 0),5 是 两 个 常数 . 置 ， 


Аб) =) а, f,(z)=af(), (г) -了 


则 根据 (1.13), (1.19) 和 (1.20) 式 , $ E РА $ Tir, fi), T(r,f,) 
ATE, f) 与 T(r,/) 相差 均 为 一 有 界 函 数 .更 一 般 地 ,我 们 考虑 函数 


а f(z)+ b 


FO ауға" 


Hh a, b, с, d 为 常数 ,并 且 ad 一 be 关 0. 因 为 下 可 以 分 解 成 为 上 述 三 
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种 变换 形式 的 复合 , 所 以 F(z) 的 特征 函数 TUr 下 ) 与 T(r,/) 的 差 同 
样 也 是 -个 有 界 函 数 . 


1.4. 2， 超 越 亚 纯 函数 的 增长 性 
设 f(z) 是 开平 面 |z1 < + oo 上 的 一 个 超越 亚 纯 函数 , 即 不 退化 
为 一 个 有 理 函 数 , 则 有 


lim 一 一 一 一 十 oo . (1. 28) 
кә + o logr 


以 下 ,我们 区 分 两 种 情况 证 明 ， 
(1) /(:) 无 极点 .于 是 f(z2) 有 展 式 


f(z)= È a>, lz] < + оо, 
并 且 存 在 无 穷 多 个 不 为 零 的 系数 .根据 Cauchy 不 等 式 有 


Ja,|”<M(r,f) (|21 = г> 0, п = 1,2,...). 


从 而 对 于 任意 一 个 正 整 数 P 有 


F 一 十 xo РР 
于 是 
im -%®МО7, у 
一 十 oo logr 


另 一 方面 ,在 (1. 21) 式 中 取 p = 2r, 则 得 
log* M(r, f) < 3T(?r, f), 


从 而 能 够 判定 (1.28) 式 成 立 . 
‚ 16 · 


(2) f(z) 有 极点 . 当 f(z) 有 无 穷 多 个 极点 时 ,由 于 
Ты) ® Мт) ® N(r,f) - N(/r, f) 
> 了 mVF Dlogr(r > 1), 


所 以 (1.28) 式 成 立 .现在 假定 Flz) DL B # H 39 ТЕНЬ 
= 1,2, к), 其 级 分 别 为 mj(j= 1, 2, ttg k). A 


k 
piz) = [| (z 6)", g(z)= р(2) (2), 
则 g(z) Е ЕВИ, BERA. TERME 
ке +оо logr 


另 一 方面 ,根据 (1. 19) 和 (1. 20) 式 有 


T(r,g) < T(r,p) + T(r, f) 
k k 
<log*r У m; + У mlog! | b;| 
j= pe 
k 
+1082 У m; + T(r, f) 
і=1 


因此 (1. 28) 式 成 立 . 


1.4.3. 例 


(1) 设 


是 一 个 有 理 函 数 . 如 果 已 > 4, 24 2 оо 时 , f(z)> оо. 于 是 对 于 任意 
-PARAR Ha, r 充分 大 时 有 m(r, а) = 0. 另 一 方面 ,由 于 方 
程 f(z) =a 具 有 p 个 根 ,所 以 当 t 充 分 大 时 有 n(t,a)= р. Р 


N(r,a) = f næ anea) dt + n(0, a)logr 
о 


=plogr + О(1), ` 
T(r,f)= m(r,a) + N(r,a)+ O(1)= plogr + 0(1). 
类 似 地 , 当 p < gq 时 ,对 于 任意 一 个 复数 a(a 冯 0) 有 
| T(r,f) = qlogr + 0(1), 
N(r,f) = qlogr + 0(1), ml(r,a)= O(1), 
以 及 当 p = q 时 ,对 于 任意 一 个 复数 a(a 关 c) 有 
Тт.) = qlogr + О(1), 
N(r,a)= qlogr + O(1), m(r,a)= 0(1). 
因此 ,只 要 a +f oo), 我 们 就 有 
T(r,f) = dlogr + О(1), 
N (r,f)= dlogr + 0(1), m(r,a)=0(1), 


Hp d = max (p, q). Жа = f( оо) 时 , 如果 方程 1(z)= 4 在 无 穷 远 点 
ЖА «(0 < x < d) 级 重 根 , 则 有 


T(r,f) = dlogr + О(1), 
N(r,f) = (4 — z)logr + 0(1), m(r,a}=alogr + O(1). 
总 结 上 述 讨论 ,我 们 看 到 当 f(z) Е TA ЖА. = Н 
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T(r,f)= O(logr). (1.29) 


(2) W f(z) = e, z = re. 简单 的 计算 给 出 


m(r,0) = т(т, о) = — N(r,0)= N (r, о) = 0, 


T(r,f) = 一 (1. 30) 


ща #0, oo Bf, 如 果 点 zo 是 方程 e = 4a 的 一 个 根 , 则 zo + 2kri(k 
=0, + 1, + 2,...) 是 这 个 方程 的 全 部 根 .因此 我 们 有 


п, а) = —+ 0(1), N(na)=— +O(logr). 


再 根据 (1.30) <, Яе 
m(r,a)= O(logr). 
(3) Ë 


z 
f(z) -| e "dt, 922. 
o 


a, = emn | e™dt, k= 1, 2, -.., д, 
о 


则 当 z fE fA BR |arg z 一 (2лї)/41<-у——#(е> 0) 内 趋 于 co 时 ， 
我 们 有 


— zq со -n 
КРОНИ ° _ н _ _ е 4-1 е dt 
f(z)— а, = f e "dt = PEL: + 1 , 
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= -ril + ol) ). 


于 是 


-4q 


1 2 
m(r, a) = 541 soe f cos 4040 


1 Ta 
={ 十 of ) On? к= 1, 2, --:, д. 


类 似 地 , 当 z 在 角 域 |argz -一 TAAT om. R 
们 有 

= [ета = ou 
于 是 


m(r,f)= {1 +o}. 


对 于 a 关 a(k=1,2,…,g) 和 oo 时 的 情况 ,根据 后 面 将 要 证 明 的 第 
二 基本 定理 可 以 判定 


m(r,a)=o(r). 


根据 上 述 讨论 和 应 用 第 一 基本 定理 ,我 们 最 后 得 到 


m(r,a)= {1 +000). N(r,a)=0, а= oo 


m(r,a) = {1+0(1) p 


кун | 
ноа (а) а= a Og 


т(т, а) =0 (rf), N(r,a)= {1 +о(1)}-—, aza, a 


r 
1.4.4. @ 


上 述 讨 论说 明 特 征 函 数 T(r, 用 的 增长 性 刻 划 了 亚 纯 函数 扩 z) 
的 某 种 本 质 属 性 . 据 此 , E. Borel 对 整 函数 的 最 大 模 引 进 了 级 的 概 
8:161 ,这 里 , 我 们 给 出 R. Nevanlinna 对 亚 纯 函数 的 定义 : 329 
设 f(z) 是 开平 面 1z1< + oo 上 的 一 个 亚 纯 函 数 . 如 果 4 和 4 分 别 表 
RIZ 的 级 和 下 级 , 则 有 


Em logtT(r,f) -fi 


li 
rZ To logr M. 


明显 地 ,0 < ú < 1 < +оо. 根据 1=00<14< + % #l 2 =+ o, R 
们 分 别称 f(z) AER, НЭНА ЕАК. МБВ 
看 到 三 类 不 同 的 亚 纯 函数 在 性 质 上 有 很 大 差别 . 另外 , 在 一 些 问题 
中 ,我 们 还 需要 对 TUr,j) 的 增长 性 进行 更 为 细致 的 区 分 ， 例 如 有 型 
和 类 的 概念 .但 是 由 于 本 书 并 不 需要 ,所 以 我 们 不 多 作 介绍 .同样 地 ， 
我 们 可 以 对 下 级 4 作 相应 的 区 分 , 而 且 本 书 考虑 的 多 是 下 级 4 为 有 穷 
的 函数 类 . 

根据 (1.21) 和 (1.25) R, 我 们 可 以 看 出 在 定义 /和 kg 时 ， 
车 用 坞 (r+, 了 或 当 f(z) 是 整 函数 时 用 log М (r, f) RE TO, f), 则 4 和 
A 的 值 保 持 不 变 

最 后 , 对 加 1z1 < 1 内 的 亚 纯 函数 flz), 定义 其 级 4 和 下 级 kk. А 
体 地 ,我 们 有 


+ 
lim log' T(r, f) - 1: 
и. 


1 
ов 


$1.5. 对 数 导 数 引 理 
1.5.1. BAIR 


引 理 1.1 对 任意 一 个 有 穷 复 数 z 和 值 r,0 < r < + оо, # Е, 
表示 满足 不 等 式 |z 一 re*|<kr(0<k<1) 的 全 体 值 90(0 < |0 | 
< л) 所 构成 的 集合 , 则 有 


г 1 
log———ou—l dð k 一 一 . . 
Í. og [2 re”] 10 < л fios- +1} (1.31) 


证 . 不 失 一 般 性 ,可 以 假设 z 是 一 个 实 的 正 数 .因此 当 ӨєЕ, Bf, 
我 们 有 


|z — ге! | > rsin Ө. 
90, Ж 37 #Ё sin 0 = k B Ж ЕЖ, ШЕ, 位 于 区 间 [ — 0,,0,] 之 
内 ;注意 到 当 一 - < 19|<<zx 时 .有 |z 一 re*|>r. 于 是 


iog d<? | os/ 1 \дә 
Е, o |z 一 relel ` | os( ar) 


<2 ("ор 240 20, ові 1\1 
< o ОВ 70 一 ee 人 зб) + |. 


再 注意 到 0 Гов 


л +1} км.) нао, оная, 3 
0 


sinbo =k > 26б < k < Z, 则 Sk к #60, Вр 


得 (1.31) 式 .于 是 引 理 1 1 得 证 . 
511.2 iz, z, 5, z, 是 开平 面 |z|< + oo ЕШ п(п>»1) 
个 点 ,6{z) 表 示 点 z 到 这 nn 个 点 的 最 小 距离 , 则 有 


(орав 21 l 
эх Jo BE afres “< 2 08" + 5. 
证 . 用 E 表示 满足 不 等 式 |re* 一 z,| < 一 - 的 全 体 值 9(0 


<10| <n) 构成 的 集合 ЖЕ U E, .我们 定义 , 当 x>n 
=1 

时 ,logox =logx; 当 0<x<n 时 ,logox =0 . 于 是 当 beE B$, 

H ölre) < —. 因此 ， 


+ r = 
log раву = 10805 ву 5529) < У ова | 
再 应 用 引 理 | 1, 置 其 中 的 k = -一 , 则 有 
| es ETIN a< у |” logo | -一 一 一 一 = 46 
< n(logn +1). (1.32) 


另 一 方面 , 车 用 СЕ 表示 的 补 集 , 则 当 0eCE nt, A óle) > 一 . 
因此 


logt —— d9 <. 
| og Sire”) lognd6 < 2л1овп. 


结合 (1.32) 式 , 我 们 得 到 


a . 
fioe Sire 3 (тову 40 < arlogn + n(logn + 1) = л(31овл + 1), 


A Pog 40 < 21 1 
2л |, 28 (реб) l << ОЁ" T 
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即 引 埋 1. 2 得 证 . 
上 述 两 个 引 理 是 属于 W. Hayman 0.1219 


1.5. 2， 对 数 导数 引 理 


对 数 导 数 引 理 即 下 述 引 理 1. 3, Æ Nevanlinna 理论 中 起 着 关键 
性 的 作用 . 

引 理 1.3 设 /(z) 是 贺 |z|< R(0 < R < + оо) 内 的 一 个 亚 纯 
函数 ,并 且 /(0) = 0, оо, Оо <r<p<R 时 ,有 


1 
1f(0)1 


"(5 £) < oss Т(р, f) + 4log! log* + Slogt р 


十 6log+ 


7 一 7 +108? 二 +14. (1. 33) 


证 . g, = 27 ЛЕШ срср KEER Az. 


得 1(zo) 关 0, oo .于 是 log f(z) 在 z。 的 一 个 邻 域内 全 纯 . 借 助 
于 Poisson-Jensen 公式 和 等 式 


2 2 rin 

P ”一 了 pe +z РА 
= Ве —— ø 6, 2 = Ре, 

р — 2р'тсоѕ(6 — ф) + r? f | 


我 们 在 zç 点 的 邻 域 内 有 表示 式 


1 2л | еї? +; 
овла) = р | ов 17р) 1-е do 
0 


= + ic, 


p'(z — a,) m p' (z — b;) 
РЛ) Vlog Nn 
р? – az > ов p? — bz 


+ У, log 
і=1 


其 中 c 是 一 个 实 的 常数 .对 两 边 求 导数 , 则 得 
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fe) __1[“ меу Pe? 
пазе) еда уро 
n a, 1 
+ x ( р? — аг a; — z ) 
"í 1 5, 
© ( b; 一 > т p? 一 bz ) (1. 34) 


注意 (1.34) 式 在 zo 点 的 -个 邻 域内 成 立 . 因 此 ,特别 地 在 zo 点 成 
立 . 由 于 zo 点 的 任意 性 ,我 们 判定 (1. 34) 除去 f(z) 的 零点 和 极点 外 
处 处 成 立 . 进 一 步 ,在 f(z) 的 零点 和 极点 处 , (1.34) 式 的 两 边 均 
为 оо. 于 是 (1. 34) 式 在 圆 |z| < о 内 处 处 成 立 . 置 


f 


n(p')= n(p',0) + п(р', оо) 


їй! д{(2) 为 点 z 到 f(z) 在 圆 |z| < p 内 的 零点 和 极点 的 最 小 距离 ， 
则 有 
1 1 1 1 
©- ñ < . 
[а; – 2 | д(2) |6 z| (2) 


另外 ,还 有 
lp? – azl 2 р? — p'r = р'(р' — ғ), 
a, 1 b, 1 
— | < , < 
p? — ай p-r p? — bz 六 一 
和 
1 [2 , 2p'e™ 
一 一 1 й | —— d] 
E [eise =з ?| 
2р' 1 [2" ， 
< -一 一 一 一 llog|/(p'e'°) | |do 
(р'—г) 2л Jo 
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2р' ， ‚1 
АС +f)! 


于 是 (1. 34) 式 给 出 


2р’ , ‚ 1 
< (о = r)° т mí.) 


fi 1 


再 根据 (1. 11) 和 (1. 12) 式 导出 


К 
f 


S) 
f(z) 


4р' | 1 
< Tip’, log * ——— 
< аі (Р) + log FO) 


п(р') r r 
+ r | 6(z) + р = в | 
两 边 取 log *, 并 计 及 (1. 17) 和 (1. 18) 式 , 则 得 


f (z) 
f(z) 


log! < log* p’ + 21ор* 


pP 一 7 


十 2log2 + log* Т(р', f) 


1 
+ + 
+ log* log (бу 十 log2 


п(р') r 
log * 一 一 一 + log+ 
+ log > + log 50) 


+ log* 一 一 一 + 21082. 
УГ 


以 下 我 们 估计 nn(p'). 注意 到 
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(1. 35) 


— р 


p 
мол | "© POD >р) 


1 ‚11ү PoP 
s(nF)> "(0 ) p ` 
— р p, P. f 


2 
< {Тл + юв" 
р-р 


1 1 
TOR 


1 
log* n(p') < Іов? p + log* -py +log T(p, f) 


1 
+ logt logt TO + 2log2. 


HERI 


f + + 
"(у < tog: Т(р, Ў) + 4log ов ут + Slog p 


1 1 
+6log — + log — + 14, 


即 引 理 1. 3 成立. 
引 理 1.3 本 质 上 是 属于 R. Nevanlinna 的 B84. 事实 上 ， ван 


й ‚ Ж (gn l 1 
的 形式 中 , 原始 值 项 应 当 含有 log* ТОЗ | 一 二 一 项 .这 里 代替 log* а 


,而 仅 含 有 log ”log TO 项 .这 种 较为 精确 的 形式 
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Æ G. Уайгоп 证 明 的 ,B5 其 重要 性 可 以 从 下 一 章 关 于 奇 导 方向 的 理 
论 中 看 出 六 

最 后 , 当 f(0) = О а оо 时 ,我 们 补充 说 明 如 下 : 设 F(z) 在 原点 z 
= 0 的 邻 域内 的 展 式 为 


f(z)= си + er +з, с, Z 0. 
Ву (2) = 2 “f(z), 则 所 (z) 适 合 于 引 理 1.3 的 条 件 , 即 当 0 <r p 
< КВ, E 


"(5 ) < 468: T(r, fi) + 4log* log+ + 5log* р 
1 


_— 
17.00) 1 


1 
十 6log- +log -一 十 14. 
r 


р = r 
注意 到 


KO _ s fO 
Аа) г Aa) 


£) ( 2) 1 
m| ғ, <m] r, — | + log* |s| + logt — + 10р 2, 
( f F, g |5| e- £ 


以 及 
1 
Т(р, Л) < T(p,N) + lsllog’ — 


我 们 判定 


' 1 
mn 人 А ) < 41ов* T(p, f) + 408 ' log* m 


1) 见 定理 2. 4 的 证 明 . 
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+ 51ор* p + б1ор* 


1 
+ б1ов* — + Slog* |s] + 19. (1. 36) 


1.5.3. Borel 引 理 


引 理 1.4 (1) 设 T(r) > 1 是 区 间 [ro + оо) (ro > 0) 上 的 一 个 
连续 非 减 函数 , 则 有 


1 
T(r +g )<270), (1. 37) 


但 在 区 间 [ro, + oo ) 上 可 能 要 除去 一 个 关于 值 > 的 例外 集合 Eo 其 线 
性 测度 mes E, < 2. 

(2)# T(r)> 1 EE X aJ [ro, К] (rç > 0, R < + co) Ей 
续 非 减 函数 , 则 有 


(r ЕТТ ттеу)? (1. 38) 


但 在 区 间 [ro R) 上 可 能 要 除去 一 个 关于 值 > 的 例外 集合 Eo ,并 


ys sa 2 .特别 地 , 如 果 p Mp 适合 条 件 : ro < p< КПК 
上 0 


使 得 (1.37) 式 成 


证 . 我们 首先 证 明 (1). É r, Ж X Í] (ro + co) 上 不 满 
F (1.37) 式 的 最 小 值 .如 果 这 样 的 r, 不 存在 ， UO BART 以 下 
我 们 使 用 归纳 法 : 设 六 已 被 确定 . 置 站 三 产 十 二 一 一 . 然后 定义 mm+1 
为 区 间 {г + со) 上 不 满足 (1. 37) 式 的 最 小 值 . 按 此 方式 ,我 们 得 到 
-个 序列 {r,}. 根据 T(r) 的 连续 性 ， 当 r=r,(n = 1,2, 
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= BF, (1.37) 式 不 能 成 立 . 因 此 meEo. 再 根据 疡 +; 的 定义 ,我 们 判 
定 区 间 (ri,r,+1) 内 不 含有 属于 E, 的 值 .于 是 E, 被 包含 在 区 间 集 
合 [rw] n= 41,2,…} 之 内 .我 们 现在 证 明 如 果 序 列 {r,} 含有 
无 穷 多 个 元 素 时 , Ше, 不 能 趋 近 于 一 个 有 穷 值 r .事实 上 ,如 果 不 然 ， 
Br эл, 则 根据 1 < r; Sro 我们 及 一 ?. 但 是 ,由 于 T(r) 是 非 
减 函数 ,我 们 有 


1 1 


Hr) > TG) > °` 


r, 一 r, = 


于 是 导出 矛盾 .最 后 证 明 工 ("一 1,) < 2. 事 实 上 ,由 于 meEo 我 们 有 


T(x) = r( + че) > 2Т(т„). 


进一步 有 
Tirati) > T(n) > 2T(r,) 2 ++ > 2"T(r,) > 2". 
于 是 
oo 1 +оо 1- 
ro < n? 
> (r — r,) > TG) <2? 
即 (1) 得 证 . 


其 次 我 们 证 明 (2). 置 


1 
-P — 
pop '=К-е ‚ po = log ш? 


p = log 


WT, (р) = T(R- e ) 在 [oo + œ) EEAO). iE EKE [L oç, 
+ oo ) 上 满足 不 等 式 


1 
ní; 0) 220) 


的 值 p 集 合 , Eo 是 对 应 于 E 的 值 r 的 集合 .根据 (1), 我 们 有 


| dr = |4е<2. 
к" Е 


现在 设 值 r 不 属于 集合 Е. TE RIA 


T(r) < 2T(r), 
此 处 x 被 下 述 等 式 确定 : 


1 + 1 
R—r T(r) 


ов - = log 
注意 到 当 0 < x S ТЕ, df 1 — ех = xe" > 去 ,我 们 可 以 判定 


十 н 
r = r r e Z r + 一 一 一 一 


于 是 (1. 36) 式 成 立 .如 果 r。 < p < ? <Я р <Ë ‚ 则 有 


” dr _ К—р 
|. RI; 一 jog 责 一 六 > 2. 
于 是 在 区 间 (p, p') 上 一 定 存在 不 属于 Eo 的 值 > 使 得 


R-r 
r( i кото), 


即 引 理 1. 4 完全 得 证 . 
引 理 1.4 本 质 上 是 属于 E. Borel 的 .569 


51.6 第 二 基本 定理 
1.6.1。 第 二 基本 定理 


31. 


”定理 1.4 设 /(z) 是 圆 |z| < R(0 < R < +oo) 为 的 一 个 非常 
数 亚 纯 函 数 ,F(0) 关 0， co, /'(0) # 0, 以 及 aa а„'4>2)3&4 
个 判别 有 穷 复 数 , На — а> 6(5>0,1<iz#j<q), 则 对 任意 
tr 0 < r < R # 

m(r, оо) + mqr, a) S 2T(r,f) — N (r) + S(r f), (1.39) 
i=1 
其 中 
NN (mF) tN м, 


S(r,f) = mn ) mr у 三 )+ qilog+ 24 


/ /— a, 
1 
2 + ljog 一 一 一 一 一 ， 1. 40 
十 2log2 + log FON ( ) 
并 且 S(r, 由 满足 条 件 : 
(1) 当 R = + oo 时, 如果 f(z) 是 有 穷 级 , 则 有 
S{r,J) = O(logr); (1. 41) 
如 果 f(z) 是 无 窃 级 , WA 
Ss(r,N)=0{logErr(r,f) ] }. (1. 42) 


但 可 能 除去 一 个 关于 值 r 的 例外 集合 Eo, 其 线性 测度 mes E, < 2, 并 
H Eo 仅仅 依赖 于 T(r, 了 ,特别 地 与 a 和 9g 无 关 . 
(2) 当 0 < R < + © 时, 我们 有 


5050р s(n) + oeg}, (1.43) 
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但 可 能 除去 一 个 关于 值 " 的 例外 集合 Eo ЗЕН. 


dr <+ 
„К; oo. 
0 


R. Nevanlinna 称 定理 1.4 为 第 二 基本 定理 .324 


证 . 我 们 考虑 函数 
F(z)= блаа 
如 果 存 在 一 个 值 i(1 < i< a), ВВЕ Са: l) а1<-у— M 
мі <j xis 4 时 ,有 
И) 121001100) 128 9.25 
即 有 
E азаа 
UG ај < 36 | 
于 是 


1 1 
f(z) —а;| - }, 702) —а,| 


|F(z)| > 


1 —1 1 1 
> 1— 2— ` ——— 
[f(z)—ail | 24 } 2 |f(z)—ail 


1 
logt |F(z)|> iog+ 一 一 一 一 一 一 log2. 
G) al P 


注意 到 当 1<jzx#is<qd 时 ,有 
log * —————— < log 
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于 是 我 们 得 到 


4 2 
logt | 下 (>z) | > lo Тор * — — log2 
ogt|F(z)| 2, g т а 一 4log 3 8 

4 34 
> У lo ов? 34 log2. (1. 44) 
м °® усу ад б 


Š 
ANM, 如 果 对 每 个 值 i(1 < isg q) JA |762) – @%|Z 3 则 下 述 
估计 式 


4 34 
ов? |F(z)|> > log* тут - qlog* — — log2 


显然 成 立 .再 结合 (1.44) 式 ,我 们 判定 这 个 估计 式 在 所 有 情况 下 成 
立 . 于 是 ,我 们 有 


3q 
m(r, F) > Ў тпа) – qlog* 22 — log2, (1. 45) 


即 得 到 了 m(r, 天 ) 的 一 个 下 界 估计 .进一步 ,我 们 寻求 mm(r Е) В) 
上 界 估 计 . 首 先 我 们 有 


п {у ЛЕ) 


СЭС ` F). 


再 根据 (1.12) 式 又 有 


1 1 1 
"(+ 了 )- T(r, f) — n(n +) + овур. 
于 是 ,我 们 导出 


1 _! f 
mtn <TD- N[ r. т) + tes TO + 人 f ) 


/(0) | 
f'(0) | 


+м(, L) (3) tmt fr) + log 


结合 (1 45) 式 , 则 得 


Ў m(r,a,) + m(r, ©) 


< m(r, F) + m(r, f) + qlog* 30. + log2 


1 FN Fa 
<T p-s[s + )+м(һ 三) n(n =) 


f' , 1 
н уне) + вро 


3 
+ Те» )— N (r, f) + qlog* — + log2. (1.46) 


根据 Jensen 公式 , 我 们 有 


f £ 
м) (в) 


O 1 [2 лее) f(0) 
“H Jo s| Pn e- og| Po) 
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1 f2* 

-去 | ове) 140 — 1og1 (0) | 
1 [?* ， 

-- |, log|f'(re'°) |40 + log|f'(0)| 


-м(+ 5) -wen-nfn 97) +90979 
于 是 (1. 46) 式 给 出 


> m(r,a,) + m(r, о) «отп FINA NG.) 


+ n(n ут) зл. 
其 中 


s(n) -n(n r )+"(+ > _ ) 


+ а1ов* ŽL + log2 + log 


_— —_ 
| (0) ` 


Ц FRITI 5 (т, f). 设 e 是 一 个 有 穷 复 数 . 当 r 一 R 时 ,根据 引 
理 1. 3, 我 们 有 


"(+ 2 ) < 4iog* T(p,f—a)+ Slogtp 


十 6log+ 


+0(1) 
p-r 
< 4log* T(r, f) + 5log* p 


1 
+ 61081 —— + О(1), 
p-r 


(О<г<р< R). (1.47) 


步 的 讨论 ,需要 区 分 两 种 情况 :(1)R = + oo. 设 /(z) 是 有 穷 级 
即 存在 正 的 实数 k, E186 T(r, f) = О(г) (r— + oo). # (1.47) Ж 
Ф, о = 2r, 则 得 到 
mÍ L 2 ) < 000gr). 


于 是 


r) tew 


(r 一 f о + O(logr)= O(logr). 


(г) 是 无 穷 级 .在 (1.47) RPE p = r + —— = T , 根据 引 理 1. 4, 


ПЕН ЖЕРИМЕ В E., mes Eo < 2, 我 们 就 有 


m [ 7 z) < 4log* 2T(r,f) + 5log*r + 6log* T(r, f) + O (1) 
= Ollog[rT(r,f)] }- 


于 是 
S(r,f)= О{1ов[гТ(т,/) 1}. 


2)R . . = 
(2)R < + оо. Ж (1.47) 式 中 置 p = r + T 根据 51 


1.4, 只 要 "不 属于 例外 集合 Eo, | а = < + о, 我 们 就 有 
Eg 一 


mí". у) 2T(r,f) + 6log—>—— 


-ofo TEA), 


т 
Rr +0(1) 


于 是 
son= o fios TEA, 


即 定理 1. 4 完全 得 证 . 
щ f(0) = 0 或 oo 8&f' (0) = 0 时 ,我 们 补充 说 明 如 下 : 设 f(z) 在 
原点 z = 0 邻 域内 的 展 式 为 


f(z)= су? + с, в, с, 0. 
于 是 
f'(z)= sc + (sti) egaz toe 
каша «аши, аптыяа, чтении, S(r,f) ERA 


的 唯一 改变 之 处 在 于 用 log 一 一 一 r" чес оу F БУР , 即 我 们 有 


S(r,f) = "Í". E 4. Y У) +в a 


i=1 J — а; 


+ 21082 + log (1. 48) 


- 
(зс, | 
因此 , (1.41), (1.42), (1.43) 式 仍然 成 立 ， 
1.6.2. 应 用 
(1) 我 们 证 明 下 述 著 名 的 Picard 定理 . 


定理 1.5 设 /(z) 是 开平 面 1z|< + co 上 的 一 个 超越 亚 纯 范 
数 , 则 对 任意 复数 值 w 方程 /(z) = a 均 有 无 穷 多 个 根 ,但 可 能 至 多 有 
两 个 值 a 例 外 .我 们 称 此 例外 值 为 Picard 例外 值 . 

证 ， 假 设 定理 1.5 不 成 立 , 即 存在 三 个 判别 复数 a,(， 
= 1,2,3), 使 得 方程 f(z) = a, 仅 有 有 限 个 根 .于 是 ,我 们 有 


N (r, av)= O(logr), v= 1, 2, 3. 
进一步 应 用 第 一 和 第 二 基本 定理 可 以 导出 
T(r,f)< O(log[r : T(r,f)1), 


但 可 能 除去 一 个 关于 值 > 的 例外 集合 Eo, mes Eo < 2. FE, RIA 
定 


lm —————< + оо, 
r- + ою og 


T( D) _ 
r 


即 f(z ) 退 化 为 有 理 函 数 ,从 而 导出 矛盾 . 

(2) 其 次 ,我 们 证 明 下 述 著名 的 Borel EM. 

定理 1.6 设 /(z) 是 开平 面 |z|< + oo 上 的 一 个 亚 纯 函数 , 其 
级 为 4,0 < À < + oo, 则 对 任意 复数 值 a, 有 


___ + 
这 log n(r,a) _ 


4, 
F— + oO logr 


但 可 能 至 多 有 两 个 例外 值 al 和 a, 使 得 


Е Іор? n(r,a) < 
r + logr 
我 们 称 此 例外 值 为 Borel 例外 值 .明显 地 , Picard 例外 值 一 定 
是 Borel 例外 值 . 
证 . 首先 ,对 任意 复数 a ,有 


А, і= 1,2. 
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1 2 n(t,a) 1 
, G) < 一 一 一 < М (2r, 
n(r,a) log? f 7 dt log? (2r,a) 


1 
< Toga {102570 + 001) }, 


于 是 


一 -一 -一 + — 
En logt n(r,a) < im log T(2r, f) + O(1) 


< А. 
к= + logr r+ log 2ғ х 


假设 定理 1. 6 不成立, 即 存 在 三 个 判别 复数 a,(v = 1, 2, 3) 使 得 


— + = 
lm 108 "(5 6) _ Д, у= 1,2,3, 
r— + logr 


于 是 , 当 ~ 充 分 大 时 ,我 们 有 
N(r,a,) = f а) noa) y + п(0, av)logr 
<n(r,a,)logr + О(1). 
进一步 应 用 第 一 和 第 二 基本 定理 可 以 导出 


T(r, f) < > N(r,a,) + S(r,f) 


3 
< вг - У n(r,a,) + O (log r). 
v=1 


于 是 ,我 们 判定 


К ГА 
lim Лов Tir, f) <1 
r— +o logr 


即 f(z) 的 级 < 2, 从 而 导出 矛盾 . 
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(3) 现在 ,我 们 给 出 第 二 基本 定理 最 重要 的 应 用 , 即 建立 气量 关 
系 式 , 设 1(z) Ж |z| < R(0 < R < +oo) 内 的 一 个 亚 纯 函 数 ,我 们 
用 


1 — 
n(r, f), a = oo, 


元 (r, a) = ñ(r,f =a) -| 


表示 方程 f(z) = а |z] < r (0 < r < R) 内 根 的 个 数 (每 个 根 仅仅 
计算 一 次 ), 用 


п(0,/), а= о, 
A(O, а) -a0 f=a)= | 


表示 方程 1(z) = a 在 原点 z = 0 处 根 的 个 数 (仅仅 计算 一 次 ), 并 且 置 


N(r,a)= N(r,f =a) 


нол | 10а) 104) r + (о, a)logr, а = со, 
0 


xf = )= [TERECA ж +, ов, 


° t 
q Z oo. 


Ж — PREHRA T(r, f) > + oo. 于 是 根据 第 一 基本 定 
理 ,对 于 任意 复数 a 有 


m(r,a)+ N(r,a)= T(r,f) + O(1), 


. m(r, f) aI т N(r, f) 
0 < Шш уу = 1 lim ЕЙ < 1. (1. 49) 
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m(r, r,a) _ N (r,a) 
òla) = ба, 7) = ёз рр = 1 lim- A 
O(a)=0(a, f) = 1 — lim i i 

_ A N(r,a)— N(r,a) 
P Tp 


FË r> Rif, RA 
N(r,a)—N(r,a)>{0(a)—o0o(1)} T(r, f), 
М(г,а)<{1—6б(а)+ о(1) }Т(т,/), 
КМ(т,а)<{1—8б(а)+ 0(a)+ o(1))T(r, f). 
从 而 判定 
Ө(а) > (а) + 0(a). (1. 50) 
R. Nevanlinna % 0 (а) 为 分 支 指标 ( Verzweigungsindex ), Ж (а) Ж 
值 a 的 亏 量 .根据 (1. 49) R, 恒 有 0 << ó(a) < 1. 特别 地 , 当 5(a) 
> 0 时 , 称 值 a 为 亏 值 或 Nevanlinna 例外 值 . 
定理 1.7 5/02) ВИ |2) < К(0<А< +oo) 内 的 一 个 亚 纯 


ЮЖ, f B. 4 R = + oo 时 ,1(z) 不 便 为 常数 ,或 者 当 尺 < + oo 
时 ,f(z ) 满足 条 件 


а Офо, (1. 51) 


тек log 


R-r 


则 f(z) 的 全 部 亏 值 {a15(a) > 0} 构成 一 个 可 数 集 , 并 且 有 


‚42. 


Уу'!д(а)+0(а)})<У Ө(а)<2. (1.52) 


证 . 我 们 首先 考虑 R = + оо ВРА. BIB i. (2) 不 恒 为 
常数 ,所 以 f(z) 或 者 是 :个 有 理 函 数 ,或 者 是 -个 超越 亚 纯 上 函 
数 . 当 J(z) 是 一 个 有 理 函 数 时 ,根据 (1.29) 式 ,应 有 T 门 =O 


(ов). 另 一 方面 ,对 于 任意 一 个 有 穷 复数 4 нг со MEA 


50, 46 УЗ )=° 因此 (1.40) R HS (rf) = О(1). 
于 是 
SPD 
lim y = (1. 53) 
当 f(z) 是 一 个 超越 亚 纯 函数 时 ,根据 (1. 28) RA 
lim Tr p) _ + co 
r> +o logr 
另 一 方面 ,根据 (1.41) 和 (1. 42) 式 又 有 
S(r,f)= О{1ов[гТ(г, Ј) 1), 
但 可 能 要 除去 一 个 关于 值 r 的 例外 集合 Eo, mes Eo < 2. 于 是 
SCN) -0 (1. 54) 


to TG f) < 
"Ес 
因此 , 根据 (1 53) 和 (1. 54) 式 , 我 们 能 够 选取 序列 [г„}, 使 得 
34 n— + co {ЖЯ r> + oo, ЖА 
S(r, f) =o(T(r,, f) }. 
其 次 我 们 考虑 0 < R < + oo 时 的 情况 .根据 (1.51) 式 ,存在 序 


. 43 - 


列 1p 1. (EI ипо + x Вр, К, 并 且 
_ To, f) _ 


log 
"BR р, 


HE - 步 根据 引 理 1.4, 我 们 能 够 在 例外 集合 Eo 外 选取 序列 {r} 
使 得 


R— 
R= p, > R- r, > Р", 
q 


FEH n— + oo BF# r,— R, 并且 


1 
log = log 
— Ғ 


Rs + 0010-90100) 9170.7). 


因此 , (1. 43) 式 给 出 
5 (ғ, 7) = о{ Т(т„ /) }. 


上 述 讨论 说 明 , 当 0 < R < + ec 时 ,我 们 能 够 选取 序列 {7, ) ,使 
1924 пә + oo 时 有 mm 一 R, ЖН 
Sr /) = ot T(r,, f) b 
对 于 选 定 的 序列 {+,}. 应 用 第 -一 和 第 二 基本 定理 , 可 以 导出 
(q+ DTC, f) < Y N(r,ai) + М(т„)— N. (п) 


+O +0(1) ) T(r, D, 
(41-001), < Y Аа) + М(т„ о). 


进一步 得 到 


`. 44 - 


т М (rpa) РТИ N(r,, о ) 
дт уу R Tr f) 


— EN (rmai) + N(r,, оо) 
> Cp > 


Ў {1-0(a)}+1-0(%)>q4-1, 


iTi 


Ý Ө(а)+Ө(®)<2, 


Ў 80а) < 2. 


(1. 55) 


(1. 56) 


(1.56) 式 说 明 适 合 5(a) > -的 有 限 值 < 至 多 有 2N 一 1 个 .于 是 


车 命 N = 2 3 …, 我 们 可 以 对 全 部 亏 值 集合 {fal6(a)> 0) 给 出 一 
个 排列 , 即 说 明了 全 部 亏 值 构成 一 个 可 数 集 . 注 意 到 (1. 55) 式 中 的 


„#2 5а 无关 ,所 以 (1. 52) 式 成 立 , 即 定理 1.7 完 全 得 证 . 


(4) 最 后 , 我 们 对 单位 圆 |z| < 1 内 的 亚 纯 淫 数 给 出 一 个 应 


用 . 设 Tr)>0 是 区 间 [0, 1) 上 的 一 个 非 减 函数 .如 果 


一 一 log+ Т 
Бе 108 < А< + о, 
r>i log 

l-r 


则 对 任意 小 的 数 s。 > 0, 下 述 积分 


1 
| Т(т)(1—г)**#—14к< + оо. 


事实 上 ,根据 (1. 57) 式 , 存在 值 r > 0, 使 得 当 r > r, 时 ,有 


(1. 57) 


(1. 58) 


‚ 45 - 


1 А+ 
an<] | ， 
l-r 


T(r)(1—r)iter (14) 1, 
于 是 


| r-i < | (1 —r)? ldr + O(1) 


£ 


{а-о +0(1) < + о. 


re 


反之 , 如果 对 某 个 值 kK(k < + оо), 下 述 积分 


1 
| T(r) (1—r)* lidr< + со, (1. 59) 
则 有 
im. TO < (1. 60) 
„1 
log— 
事实 上 , 由 于 有 


+ о >f T(r)(1 — е) dr > nn f'a — r) 1 


1 


ЕТ - y] 


= то) 


我 们 判定 (1. 60) 式 成 立 . 
定理 1.8 设 /(z) 是 圆 |z| < 1 内 的 一 个 亚 纯 函数 .如 果 存 在 三 


个 判别 复数 ais lz, ау 使 得 


—1 + 
па 98 OX) ед 


rl 


I << +o, X=a,a,a, (1.61) 
log 727 
则 f(z) 的 级 < 2 — 1. 
E. 不 妨 假定 w = ос. 理 则 只 需 作 变 换 六 (z) = 上 . 根 
Т()—а, 
据 第 一 基本 定理 , /(z) Mf (2) 有 相同 的 级 . 
我 们 应 用 第 二 基本 定理 , 置 其 中 的 及 二 1 和 4 = 2, WA 
m(r, оо) + Y m(r,a,) < 2T(r, f) + S(r, P), (1.62) 
i=} 


其 中 


96 ря )+оа). 


根据 (1. 47) 式 , 当 了 <r<p< 1 时 ,有 


Str D< o ов Т, N + og- L (1. 63) 


пан, + <r < 1 ЖАНЧАР <r< rB 


r 


5-7. Tin > 1 时 ,有 


р = 
(I=r”l1=(1+r- 2p) 27001 р)": 
(I— ry 1 27-1, 
而 当 0 < n <1 时 ,有 


(or (1 p)" (or) Ti g(r— rr). 


ГИҢ. "i n > 0 时 ,我 们 判定 


f log" T(p, f) (1 — r)" ! dr 
2 
<a | i108 Tip, D (1 p)" dp 
2 


< wf log* T(r, f) (1 е)" dr, 
2 


以 及 


r 1 
| log 
z PT 


r’ 2 
zf log— 
1 Tr 
< , 2 
1 108 
2 


7(l—r)" dr = 75; zO =r)" 1 dr 


dr< +œ, nèl, 
ғ < 


(r-r) 714. < + оо, 0O<n<1. 


r Д 
进一步 根据 (1. 63 ) 式 判定 


| [ $(1/)(1—)"71@ 
70 


< off log+ T(t, f) (1 -atal + o0), 


ro > 0. (1. 64) 
男 一 方面 ,根据 (1. 57) 和 (1. 58) 式 ,对 任意 小 的 数 s > 0, 我 们 有 


‚ 48- 


1 
КЕЛЕЕ X = a,, 43, аз. 
由 于 
а-1+0{ N(t,X)(1 一 上 + 人 
ro 、 


r r d 
+| n(t,X)(1—t)* 1 . 二 
0 


ro: ro 


=—(1—1) te N(t,X) 


1 r 
< а-у бы) + f n(t,X)(1 —t)2 t+edr 
0 ro 


< + оо, 


所 以 我 们 得 到 
1 
| N(t,x)(1—t)2te 24 < + оо, X= а}, а,,аз. (1. 65) 
现在 利用 (1. 62) 式 和 第 一 基本 定理 导出 
Tír, f) < N(r,a,) + N(r,a,)+ №, аз) + S (r, f). 
进一步 根据 (1. 64) 和 (1. 65) 式 ,我 们 有 
1 
| T(t, f) (1 — t} tdt < + оо. 

于 是 ,根据 (1. 60) 式 ,最 后 判定 


— + 
im 98 ПЛ) cite- 


r>i log 


l-r 


hF e EEH, AS) 的 级 <4 一 1, 即 定理 1.8 得 证 . 
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$ 1.7. 注 记 


1925 年 Nevanlinna 理论 的 创立 标志 着 亚 纯 函 数值 分 布 理论 近 
代 研 究 的 开始 .经 过 五 十 多 年 的 发 展 , Nevanlinna 理论 已 经 取得 了 长 
是 的 进步 ,在 许多 方面 都 获得 了 十 分 次 刻 的 结果 .在 这 里 , 我 们 就 基 
本 不 等 式 (1. 39) 的 重要 发 展 子 以 简单 的 介绍 . 


1.7. 1，Milloux 不 等 式 


É Nevanlinna 第 二 基本 定理 中 ,仅仅 涉及 到 亚 纯 函 数 /fz) 本 身 
的 取 值 情况 .如 果 同 时 考虑 导数 /中 (z) (К>1) 的 取 值 情 况 , 则 基本 不 
等 式 (1. 39) 式 有 重要 的 推广 .在 这 方面 H. Milloux b dg Ag kke 
等 作 了 深入 的 研究 .我们 叙述 H. Milloux 给 出 的 一 种 最 简单 的 形式 
如 下 0309: 

W 702) 是 开平 面 |z] < + 并 上 的 -个 超越 亚 纯 函 数 , 则 对 任意 
tr, 0 < r < + ощ 


T(r, f) < N (r, f) + n(n 让 + N Í". =+) 


1 . 
一 N". дет] + SC. 


S(r,f)= ol Тн, Л}, r> + co, 


但 可 能 要 除去 一 个 关于 值 ? 的 例外 集合 Eo mes E, < + оо. 
根据 Milloux 不 等 式 , 我 们 容易 判定 : 如 果 f(z) 只 具有 有 限 个 零 
点 和 极点 ,; 则 了 中 (2) 皮 每 个 有 穷 复 数值 无 穷 多 次 ,但 值 零 可 能 例外 . 


1.7.2. Наутап 不 等 式 


1959 年 , W. Hayman £T RAHA R, EYT FERARO”: 


其 中 
S(r,f)=o(T(r,f)), r> + оо. 


事实 上 ,在 以 往 建 立 的 各 种 不 等 式 中 , 界 圈 特征 函数 T(r, f) 都 至 少 
需要 涉及 到 三 个 复数 值 的 取 值 情况 .但 是 ,在 Hayman 不 等 式 中 , 仅 
仅 涉及 到 两 个 值 的 取 值 情况 , 因此 , 这 是 一 个 十 分 本 质 的 改进 .另外 ， 
通过 简单 的 例子 (如 函数 er) 说 明 , 如 果 只 考虑 函数 1(z) 本 身 的 取 值 
情况 , 则 仅仅 涉及 到 两 个 复数 值 的 取 值 情况 是 不 可 能 界 圈 TC, f) 
的 .Hayman 不 等 式 大 大 强 于 Milloux 不 等 式 , 所 以 也 就 有 更 强 的 推 
Ф. 

一 个 超越 亚 纯 函 数 /(z) 或 者 取 每 个 有 穷 复数 值 无 穷 多 次 ,或 者 
其 k(k 之 1) 级 导数 /中 (z) 取 每 个 有 穷 复数 ( 值 零 可 能 例外 ) 无 穷 多 
次 . 


1.7.3. EHETEK 
1929 年 RNevanlinna $ i ЕЖ ЈЕ 201. ЕДЖ Жз. 


-DTAS Ў Ма) – N,() +507) 


Фа а (i= 1,2,…, q) 是 否 可 以 置换 为 4 个 适合 条 件 


T(r,ai(z))=o{T(r,/)} (i= 1,2, .--,а) 
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的 亚 纯 函数 4(z)( = 1,2,…,q)? 当 gq = 3 时 ,这 个 问题 容易 解决 . 事 
SEE, НЯ Bh РЕЖ 
J(z)—a (z)  а3(2) – a, (z) 


F(z)= az-az) а, (а) Са, (2) 


和 不 等 式 


пру м, Еу (л ғ) (т) SF) 
可 以 得 出 


(1 -oD70 X NÓ". = )+*5®Л. 

但 是 , 4 q > 3 时 ,这 个 问题 的 解决 相当 困难 .在 很 长 时 期 内 , В 
去 qi(z) (= 1,2,…, 4) 退 化 为 多 项 式 的 情况 外 ,这 个 问题 一 直 没 有 
任何 进展 .1964 年 庄 缴 泰利 用 _ Wronski 行列 式 巧 妙 地 解决 了 整 函 
数 的 情况 ,而 对 于 亚 纯 函数 , 则 须 对 极点 个 数 附加 适当 的 限制 .因此 ， 
这 个 问题 至 今 未 彻底 解决 ,仍然 值得 研究 .我 们 氢 述 庄 二 泰 的 结果 如 
коон, 

设 /(z) 是 开平 面 1z| < + co Ейй--1АЕЖ ЧЕ РАФ, а, (2) (і 
= 1, 2,…,q) 是 q(q > 2) 个 适合 条 件 


Т(т, а) = о{ T(r, р) } (i= 1,2, ---,9) 


的 相互 判别 的 亚 纯 函 数 , 则 对 任意 值 ", 0 < r < + co 有 不 等 式 


1 
=) 


(a-1-0(D)T0, D< ў N[ 
каМ (r, f) + S (r, f), 
其 中 
S(r. f) = O{log[rTtr, DD} — (r> +), 


但 可 能 除去 一 个 关于 值 > 的 例外 集合 Eo, 其 线性 测度 mes Eo 


< + co. 


1.7.4. Ahifors 理论 


当初 ,R. Nevanlinna 使 用 了 纯 分 析 的 技巧 建立 了 著名 的 两 个 基 
本 定理 .后 来 ,L. Ahlfors 更 通过 发 展 一 种 几何 方法 , 即 所 谓 的 有 限 覆 
盖 曲 面 论 建立 了 平行 于 Nevanlinna 理论 的 结果 09. 在 这 里 , 我 们 仅 
仅 叙 述 -- 种 最 特殊 的 形式 王 :9: 

Ши = /(2) EB] |z | < R(0 < R < + оо) F. ñj — ХЕЕЕ 
函数 ,aa ---,а,(42 3) Æ w-Riemann 球面 上 的 4 个 判别 点 . 则 对 
任意 什 r,0<r<R 有 


(q —2)S(r) < È та) + hL (r), (1.66) 


其 中 һ 是 仅仅 依赖 于 41,5, a, 的 常数 ， 以 及 


_ ТА! (re) |2 _ ш 
S(r)= — || ГТ + (re) 12 Fra fre ү? E z=re", 


lzi <r 


_ [22 1 (re) | 
L= f [TFT 


我 们 可 以 证 明志 (r) REME Æp EPH S(r, S) MÉ 
作用 . 即 当 R = + co 时 ,只 要 jz) 不 退化 为 一 个 常数 ;或 者 当 R < 
+ oht, RES) 适合 条 件 


lim(R —r)S(r)= + со 
r>R 


RCON 
кек 


= +оо, 


1 
ов R—r 


则 必定 存在 序列 {р}, 使 得 当 n 一 + co Bf, Ar, RA 


Lin) _ 


(СУС (1. 67) 


事实 上 , 如 果 (1. 67) 式 不 成 立 , 则 存在 一 个 值 m(ro < R) 和 一 个 常 
数 c(G<c< + оо), 1934г < r < АЕ, A 


S(r)< cL (r). 


根据 Cauchy 不 等 式 ,我 们 导出 


2n 2r і 2 
г |, rao | {1 нут? rd = 2r2rS'(r). 


于 是 
S2(r) < 2m2c2rS'(r). 
再 通过 积分 ,我们 得 到 
1 1 {б sw га 
S~) SO) -| 500) E” ол? |, г? 
2.2 
S(r) «216. i (1. 68) 
log- 
ro 


当 R = + oo BÍ, 车 命 1 一 + оо, 则 判定 5(ro) = 0. 由 此 得 到 f(z) 是 
一 个 常数 , 但 是 这 矛盾 于 假设 . 另 一 方面 , 当 R< + оо 时 ,类 似 
于 (1. 68) 式 ,我 们 有 


. 54 ` 


2л?с? < 2n c? R 
K —r 


(ro < r< R) 


' SG) ， 
t 


ъл | эе 
о 


і = т | аі 


ro 
R? 
<Tlro f) + 2л°с'1ов-—с ry (ro < r 
. ot 一 


< R). 


于 是 
lim (R — r) To (rof) < + оо, 
r>R 


To(r, f) 


lim -一 一- < + ою. 
к log— ~ 
R—r 
BERT ATER. 
我 们 称 上 述 Ahlfors 结果 是 一 种 非常 特殊 的 形式 ,这 是 因为 
Ý Ahlfors 理论 中 ,通常 考虑 的 不 是 w-Riemann 球面 上 的 4 个 判别 
点 ,而 是 这 个 球面 上 的 4 个 互 不 相交 的 单 连通 闭 区 域 万 ,万 ，…, Do 
并 且 在 不 等 式 中 用 n(r, Di) 代替 n(r,ai). 此 时 n(r, Di) 表示 当 w 
三 f(z) RA Nz] < r Aj w-Riemann 球面 上 时 ,在 对 区 域 D, 构 成 的 
完全 覆盖 中 , 其 单 连通 完全 覆盖 的 总 个 数 .Ahlfors 结果 的 精确 陈述 ， 
请 读者 参见 Ahlfors 的 原文 Gd 或 其 它 有 关 的 著作 40053894. 最 后 , 我们 
应 当 说 明 Ahlfors 理论 不 仅 适 用 于 亚 纯 函 数 类 ,而 且 适 用 于 更 广泛 的 
РАЗ, ире ЛЕ. 
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ж-а ”奇异 方向 


亚 纯 了 哨 数值 分 布 理论 包 括 模 分 布 和 幅 角 分 布 两 个 方面 . 模 分 布 
论 研 究 亚 纯 函数 在 开平 面 上 的 取 值 情况 .第 一 章 的 Picard ж 
F}, Borel 定理 和 Nevanlinna 亏 量 关 系 式 都 是 模 分 布 论 方面 的 基本 性 
结果 . 幅 角 分 布 论 始 于 1919 年 G. Julia 的 工作 25, 他 证 明 对 于 一 个 
БЕЙ ҖЕ РА Ж, 在 开平 面 上 至 少 存在 一 条 始 自 原点 的 半 直 线 , 使 得 以 此 
半 直 线 作 分 角 线 的 任意 角 域 内 , Picard 定理 仍然 成 立 . 具 有 这 种 性 质 
的 半 直 线 称 为 Julia 方向 .因此 , 幅 角 分 布 论 研 究 亚 纯 函 数 在 一 条 始 自 
原点 的 半 直 线 附 近 的 取 值 情况 .相应 于 Borel 定理 ,1928 
年 G. Valiron 证 明了 Borel 方 向 的 存在 性 SH 本 章 不仅 简 单 地 介绍 
了 旺角 分 布 论 方面 的 已 有 基本 性 结果 , 如 Julia 方向 和 Borel 方 向 ,而 
且 相 应 于 Nevanlinna 5 # < 50, 还 初步 讨论 了 Nevanlinna 方向 的 
存在 性 问题 ,同时 本 章 也 是 以 后 各 章 的 必要 准备 . 


8 2.1. 关 于 单调 函数 的 几 个 性 质 


整 函 数 的 最 大 模 和 亚 纯 函数 的 特征 函数 都 是 整 函数 和 亚 纯 函数 
理论 研究 中 的 主要 工具 .它们 都 是 单调 增 函 数 . 因 此, 研究 单调 函数 
的 性 质 具 有 重要 的 意义 .以 下 几 个 关于 单调 函数 的 引 理 在 本 章 或 以 
后 各 章 起 着 重要 的 作用 . 

引 理 2.12 设 T(r) 是 区 闻 (ro, + сс) (ro 之 1) 上 的 一 个 连续 非 


1 ) 本 这 基本 文献 ,请 参 税 [10c] RI [ 39d ]. 


2) 引 理 2.1 源 十 Hayman 的 一 项 工作 ?1 34 h, =0 时 , 即 得 到 Hayman 的 结果 ， 


减 趋 于 ос 的 正 值 函 数 .并 且 存 在 一 个 单调 趋 于 oo 的 序列 {7,} ,使 得 


т 198 ТС) 


< v < + о. (2.1) 
п-+о logr, 


ХРЕН А (О <А < +оо), h (О<А, <А) Н(У<Н), # 
кена ун, куњ (+), 


E=E!t|T(te*) <e“ T(t) T(te"!) <ек T(t), t>ro}, 


E [ro ra] =E[)[ro, r, 1. 


则 有 
һ, 
| = dt ht) у 
lim - -之 1] 一 — =] 一 一 一 
noto logr, t K H 


Еко) 


证 .任意 取 定 数 1 0, 则 根据 (2. 1) 式 ,存在 正 整数 N = N (n), 
使 得 当 n > N 时 ,有 T(r,) <rof .考虑 不 等 式 
T(te’) <e*T(t). (2. 2) 
设 是 区 间 [ro, 十 0) 上 不 满足 (2.2) 式 的 最 小 值 ,ts 是 区 间 [tie” 
+00) 上 不 满足 (2.2) 式 的 最 小 值 ,t È KM e+ o) ERW 
足 (2.2) 式 的 最 小 值 ,…, 1 ,1 Б tne", +oo) 上 不 满足 (2.2) 式 
的 最 小 值 ,并 且 теб», Mimih >r, 于 是 根据 (2. 2) 式 ,我 们 有 
ry T(r ) > Тен) >e*T(tm) ект, vet) 
>e Ttm) >. 2e"KT(r,) z e"KT(ro). 


因此 


mK < (v + n)logr, — log T(ro), 


m < 


~ 


(v+n) 1 
` k ləogr,- K 108 Tro). (2.3) 


iro = toe" 和 假设 hi + 0. 我 们 考虑 区 间 [ ге”, 十 ою)(О<Кк<т 
一 1) 和 不 等 式 


T(tei) < ei T(t). (2.4) 


т, R PX 18] [ten 十 0) 上 不 满足 (2.4) 式 的 最 小 值 ,ts 是 区 
间 [tie”, 十 00) 上 不 满足 (24) 式 的 最 小 值 ,…, тн 5 
间 [ те“, +=) 上 不 满足 (2.4) < É B J 值 ， 并 Н тие" 
<р Tai + 1@1 > tit 最 后 考虑 区 间 [tne% + со), 并 且 相 应 地 定 
ты Tmo Tm 和 tm 使 得 re < min {Ta tmt} 


和 rm rien 2 тіп {rn t + 1 1. 于 是 我 们 有 
тт Т(т) > True ) 2 eT mn) > > етк Т(т„,) 
> erT tpe") > е" + КТ) > .> eÈ hk, "К T(ro). 
因此 
тК 十 к, < (v + n)logr, — log T(ro), 


K, 
K 


т h h 
mh+ > h` h < (7 + n)logr, — — log T(ro), 


(т+1)л + 》 А, + (m + 1)h, 
k=0 


< h h 
< (v +n)logr, — — log T(ro) + h + (m + 1)h,. 
进一步 根据 (2. 3) 式 ,我 们 判定 
(m+1)h + Y hh, + (m + Dh, 
к=о 


. 58. 


h+h . h+h 
< t (v + n)log r, 一 + 1_1ор Т(те) +h + А, 
K K 
h 
h| 1 十 -二 
= ( h ) ) 一 h+h, . log T(ro) 
K n K logr, 
4th logr 
logr, Ёл. 
注意 到 
dt r, т 
| — > log (оне È hh + (m+ bn] 
Elorn) Í ro к=о | 
h 
(+5) 
h h + h, log T(ro}) 
过 4] 一 ——— . 
| К (Ут) + K logr, 
h +h, logro 
logr, logr, logr,, 
则 得 
һ, 
lim 4: > 1 (+) 
ro logre Jerg t K (v +n) 
H F EEPE, ВТЦ ЗВЕР А, 关 0 时 引 理 2. 1 得 证 ， 


Бл, =0. 则 根据 (2. 3) 式 有 


(m + 1)h < h (v + n) 


h(v +n) _ h logT(ro) 


< 


h 
Іор ғ, 一 — 198 Т(т) +h 


һ 


| 


К K logr, 


logr, 


пов Fn. 


注意 到 


dt r, 
— > log —(m+ )h 
Etrowrn] Í ro 
> 3, h(v + n) + h logT(r) А 
K K logr, logr, 
] 
— 20870 Peer, 
logr, 
则 得 
. h 
lim . l 0 ру), 
пә + log Fa Eotn t K 


由 于 ;的 任意 性 ,所 以 引 理 2. 1 完全 得 证 . 
引 理 2 2 设 T(r) 是 一 个 定义 在 正 实 轴 上 的 连续 非 碱 趋 于 оо 的 
正 值 函数 ,并且 满 足 条 件 : 


| 
ит LETO шс +, (2. 5) 
гэ + о logr : 


则 对 任意 取 定 的 数 h(0 < h < + оо) тА, (0 < h, < h), 必定 存在 序 
列 { R,), 使 得 


. log T(R,) _ 
дт. logR。 


(2. 6) 
以 及 

TER) < esl o T(R,)(I+o(1)), (1>+œ), 

T(R") < eM 0+ TOR) (1 +o(1)) (n> + оо). 


1 I 
ШЕ. є, = —, Nn = 
п 


根据 (2. 5) 式 ,存在 序列 í r, y 使 得 


-一 3 
a/n 


нт ЁТ») _ 
n> + ос Іов ғ, 


7 


пет), 
(2. 7) 
Т(т "ву [r туне, 
logr, > — (h + С + -到 
Nn vn 


以 下 ,我 们 只 需要 证 明 在 闭 区 间 [ wm] 中 存在 值 R,, 使 
得 (2. 6) 式 以 及 | 


T(R,)<eëT(R,), K =*(! + )(#+—=) (2.8) 
H 


J 
和 
Эхе (п) ) 
T(R e") <ект(к,), Ki=h (1+ {иж} 29) 
| h п 
RE ,考虑 不 等 式 
T(R,et) < е*Т( В„). (2. 10) 


йт, ж К EEr r] 上 不 满足 (2.10) 式 的 最 小 值 , 是 区 
E[r, е*, т] 上 不 满足 (2. 10) 式 的 最 小 值 ,13 是 区 间 Сее", r, J 上 不 满 
足 (2. 10) 式 的 最 小 值 , .… г. Гей, mm] 上 不 满足 (2. 10) 式 
的 最 小 值 ,并 且 tme < r. глей 2 т„. 于 是 根据 (2.7) 式 ,我 们 有 


Раа T(r,) > Те") > eFT(t,) > eKT(t,, де?) 
> екта р) > --- > еттт) > етк тта) 
因此 
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"<= l+ = - sa пов, (2.11) 
iri m = toh, F H {8 Eh #0, RK 6 HI PC BI[ ne, 
+ co) (0 < k < m -1) 和 不 等 式 

T( Rp"! )} < ei T(R,). (2. 12) 


设 r EKE ne, + ww) 上 不 满足 (2.12) 式 的 最 小 值 ,tis 是 区 
Etah, 十 0) 上 不 满足 (2.12) 式 的 最 小 值 …, tw+1 是 区 
Hita co) 上 不 满足 (2.12) 式 的 最 小 值 , 并 县 ruuex < 
fet Тале 2 +з. 最 后 考虑 区 间 [twe*, 十 0) 并 相应 地 定 
Ў оты, Taz Ты Tm + 19 使 得 res < тіп {гу}, тыле: 2 


minír,, tm+1 .于 是 由 (2.7) 式 ,我 们 有 
ta > T(r,) > Т(ты.е^\) > eT Ctm) > --- 


> eT p) > eiT tne") > енк tT ta) --:- 


т 
У к, + 
2 ekso 


Tra ™) 


m 
> eb +mk (г„)° тди En), 


因此 


mK + У К, < из = _ “hlogr, 
k=0 


= “hlogr,, 


а 2 
РЕС 2 -| 
r=0 


h (m+ l)h, 
+ 
n,logr, nnlogr, 


(ль овп, 
Ж А (2.8), (2.9) 和 (2. 11) 式 ,我 们 有 
(m+ Dh+ Y Khi + (m + 1)h, 

k=0 


1 . h+h, 


<{1- + 
"( 2 ) 1nlog г, 


loss, 
“ h 
再 根据 {2. 7) 式 ,得 到 
(т +1)һ+ ў hhi + (m + 1)h, < n,logr,. 
к= 0 


TEERKE [ri " r] PE R, 使 得 (2.8) 和 (2.9) 式 成 立 . 
Б л, = 0, 则 根据 (2. 12) 式 有 


h 2e, h 
(m+ h тов (ня n, -e )+ 7,08 г, } 


进一步 由 (2.7) 和 (2.8) 式 得 到 
(m + 1)h < logre 


于 是 在 区 闻 [m ™ r) 中 也 存在 只 ,使 得 (2.8) 和 (2.9) 式 成 立 .最 
后 , 由 不 等 式 


log T(r") _ logT(R,) _ _ logT(r,) 
(1—m)logr, — logR, ` (1—n,)logr, 


(1—9) 
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和 (2.7) 式 ,我 们 判定 


. logT(r) | log Т(К,) — logT(R,) 
= < lm -= < lim —— 
H lim logr — logR, n+o logR, 


— log T 
< im ЕТО) = jim Јов) y 
n>t+t о (1 — n,)log r, н» + оо (1 —n,)logr, 


从 而 { А, } 满足 (2.6) 式 .于 是 引 理 2. 2 完全 得 证 . 
类 似 地 可 以 证 明 
引 理 2.3 设 T(r) 是 一 个 定义 在 正 实 轴 上 的 连续 非 减 趋 于 oo 的 
正 值 函数 , 并 且 满 足 条 件 : 
-一 logT(r) 


lim 


二 人 < 十 0%， 
кэ+о logr 


则 对 任意 取 定 的 数 h(0 < h < + оо) тл, (0 < h, < h), 必定 存在 序 
列 {R。}, 使 得 


lim log T( R,) _ 


2, 
пэ +оо log R, 


以 及 
T(R,e") < e+ 号 naT(R JUL+o())， (пә +), 


T(R,e) < ече *P2T(R,)(1+o(1)), (пә + оо). 


引 理 2.4 设 T(r) 是 一 个 定义 在 正 实 轴 上 的 连续 非 减 趋 于 oo 的 
正 值 函数 ,并且 满足 条 件 ， 
— logT(r) _ 


i = .1 
J ogr)? T tO (219) 


lim LETC) 


in jogr TESTO (2. 14) 


则 对 任意 取 定 的 数 h(0 < h < + оо), 必定 存在 序列 {R,}. 使 得 


T(R,) 
一 -一 一 2.15 
п- += (log R,)2 +æ Í ) 


以 及 


T(R,#)< e#T(R,)(1+o(1)), (пә + >). 


ш. Ше = n=- (n=2,3,..), MJ B E(2 13) 
п Vn 


和 (2.14) R, 存在 两 个 序列 {i} {р сә + co, r; 
«рэ + oo [n — + ос), 18 


T(r,) _ + 
„-+= (ogr) 
"2р 2 
(Чор „)' > («+ =). (2. 16) 
Ha п 
Пт, (2. 17) 
T(E m) > (t "lu En, (2. 18) 
t m < T(t,) < tš "n. (2. 19) 
进一步 , (2.16) 和 (2. 17) 式 给 出 
nh 2 
logt, > -一 |. 2. 20) 
£ т, (u+ 万 ) ( 


现在 我 们 注意 到 这 里 的 (2. 18), (2. 19) 和 (2. 20) 式 怡 好 有 相应 
于 引 理 2.2 证 明 中 的 (2.7) 式 (=0), 因此 ,在 区 间 [o "ma t] (n 


T( Rie") < е^Т(Е), 
кн) =m +00) (n> + оо). (2.21) 
Vn 


这 说 明 在 区 间 [x, t,] 上 满足 不 等 式 

Т( Ке?) <erT(R) (2. 22) 
WE R JE i R, ERTE Erh ta] EWE (2. 22) 式 的 最 小 值 .如 果 存 
在 无 穷 多 个 值 n, 18 R, =r, Ш Е н = К, 即 得 适合 引 理 2. 4 
要 求 的 -个 序列 {R,}. 因此 ,我 们 只 需要 考虑 对 于 充分 大 的 n, {Н 
有 ri<R, 时 的 情况 . 当 m<R<R, 时 ,有 


Т( Ке") >e'T(R). (2. 23) 
以 下 区 分 两 种 情况 论 之 : 
(1} 我 们 有 
Шу ТТ» z + oo. 
AUR ВНЕ, 可 以 假定 
СЛИНА 


Е АН f JE 2 ВА S Bh, PF Pj (А, } BB 36 & 51 
理 2.4 的 要 求 . 
(2) 我 们 有 


= _ T(R,) 


lim -一 一 一 一 < + 0. 
п + ж (logR,)°2 


于 是 当下 充分 大 时 ,有 
T(R,) < c(log А, )°, 
Шс (О «ее +Z): :个 常数 .我 们 定义 值 大 使 得 


h > p -( +1) 
Re * 2 p> Re tt 


n n 


(2. 23) 式 ,得 到 
c(logR,)2 > ТЦК, ) > eT(R,e *) > е?*Т( Re +)- 
>...>ekKT(R.e tm) S eTO) >се*К. 
РА 


KK < 2106106 R,. 


R, 2h loglog R, h 
Іов--" < (k + l)h < : 
og К (К+ l)h | K log R, + log R, } 
log К R 
.— E n форт. 2. 24 
юв, En (224) 


55 方面, (2. 16) 和 (2. 21) 式 分 别 给 出 


2h 2h 
(орм) > <3, K>. 
2 A n 
因此 
4h2n 1 др? 


Z /im (ов "  n(logR,)” 
ЧСА (2. 24) 式 得 到 
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3 
| < a loglog R, + h log R, 
2h (log К)!" log R, | К, 
А 
БА 
КІ O <r (n> +<). 
ч. 
T(R T Í 
(R,) i Ca) 0_o(D)2= + eo. 


ит — > = pa 
түз (logR,)? r> +a (logr;,)2 


这 说 明 情况 (2) 不 能 发 生 .于 是 引 理 2.4 完 全 得 证 . 
引 理 2.5 设 T(r) 是 - -个 定义 在 正 实 轴 上 的 连续 非 减 趋 于 oo 的 
на, 并 且 满 足 条 件 : 


= 4 < + о. (2. 25) 


则 对 任意 取 定 的 数 n(0 <y <1), АЯА, (О<А, < h< + оо), VE 
他 在 一 个 值 ro, ТЕЙ! ғ > ro 时 , 在 闭 区 间 Се, rt t"J 上 存在 值 R, 使 
得 

Т( Ке") < ктк), K =2%(1+-!-) (2+1) (1+n)n-! (2.26) 
和 


TER) < T(R),Ki=2h (1+) (4+1) (Тт) (2. 27) 


证 .首先 ,根据 (2. 25) 式 ,存在 值 7o, 使 得 当 r > ro 时 ,有 


1 < T(r)grt!, (2. 28) 
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1 
hi < h< nlogr. (2. 29) 


其 次 ,考虑 不 等 式 

T(Reh) < е*Т( В). (2. 30) 
zt EKE [Cr +oo ) 上 不 满足 (2. 30) 式 的 最 小 值 ,t; 是 区 间 [ t e", 
十 0 ) 上 不 满足 (2. 30) 式 的 最 小 值 ,ty E KE [te +oc) 上 不 满 
足 (2. 30) 式 的 最 小 值 ,…, „+, 是 区 间 [ime”, +oo) 上 不 满足 (2. 30) 
式 的 最 小 值 , ER „е < rit ЖД, зет, +". 于 是 ,根据 (2. 30) 式 ， 
有 


(ит) тн") >Т(т„е”) >erT(t,) >e*T(t, е") 
же?КТ(ть-1) > 2>emkT(t,) >emKT(r) > е". 
因此 
mK <(А+1)(1 + n)logr, 


< 0+ Da +) ogr 
记 r=toex ЖИБЕ h, #0. 我 们 考虑 区 间 [ter, + со) (0<k<m-1) A 
不 等 式 


(2.31) 


Т( Кеп) < eXiT(R). (2.32) 


йт, E KH [r es, +oc) 上 不 满足 (2.32) 式 的 最 小 值 ,r， 是 区 
间 Сте", 十 co) 上 不 满足 (2. 32) 式 的 最 小 值 ,ti3 是 区 间 [zze 
+o) ERRE (2 32) 式 的 最 小 值 ,…, ti 41 ERE Crue", + сс) 
上 不 满足 (2. 32] 式 的 最 小 值 , ЖН taet <t. туре >. 
最 后 考虑 区 间 [twe”, +оо), 并 且 相 应 地 定义 thls т n Ты, 


. " . п 
和 Tmint 使 得 T, ét <min [| r! Ра } 和 тые 2 тіп {к *", 
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+) 


于 是 我 们 有 
(А Тн") > Т(т„е'з) SeT tm) > 
р етт ) > elmKi Titae") > е!" КТ.) >... 


Ку +mK У IK) +mK 


x > К рътК ` 
> ек=0 T(to1) 2е*°° 


> 
T(r) >e" 
因此 


mK + Y hK, <(4+1)(1+n)logr, 
k=0 


т+ Ў 


< (i+ 1) (1+ n)logr, 
(т +1) + > lh, + (m+1)h, 
к=0 


һ 
< (4+1)(1+n)logr+h+(m+ 1)һ,. 


进一步 根据 (2.31) 式 有 


(m+ l)h+ Y lh, +(т+1)В, 
| ко 


(т) жя) кук | 
<{ + — ов» 


5 K logr 
再 根据 (2. 26) 和 (2. 29) 式 ,我 们 判定 


(т+1)һ+ У + (m+1)h < 4-5-+-1-+-1_ Uogr = nlogr. 
«2, 2 4 4 
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于 是 在 区 间 [r rm?] 上 存在 值 R 使 得 (2. 26) 和 (2.27) 式 成 立 . 即 
当 太 天 0 时 , 引 理 2.5 得 证 . 
假设 hh =0. 则 根据 (2. 31) 式 有 


h 
(m + А (А+ +n)logr+ А 


= s )(1+n) t biogr. 
K logr 


进一步 根据 (2 26) 和 (2. 29) 式 ,我 们 判定 


7. 


(тав (7 


+ )logr < тор 
于 是 在 区 间 [x,r'*"] 上 存在 值 R 使 得 (2. 26) 和 (2. 27) 式 成 立 , 即 
引 理 2.5 完全 得 证 . 

以 下 , 我 们 证 明 一 个 属于 另外 类 型 的 引 理 .这 个 引 理 源 
Т Е. Воге!®!, Е, Bureau” #1 H. Milloux!393) 的 工作 . . 

引 理 2.6 i T(r) 是 区 间 (0, К) 上 的 一 个 非 减 正 值 函数 ,aa 和 

а ХЕ, НЬ > 2а ЖЬ > За? 如 果 对 于 任意 值 r 和 m0<r 
< p < R, 成 立 着 不 等 式 


T(r) < alog+ Т(р) + alog— A +b, (2. 33) 


则 进一步 有 不 等 式 


T(r) < 24087-7 + 2b. (2. 34) 
证 .首先 证 明 下 述 不 等 式 
eax > 8alogx + 8b (x > 2). (2.35) 
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É 
b 
ф(х) = езх — 8а1орх — Bb, 
ЕНА (2) > 0, 以 及 当 x 关 2 时 ,有 
g@'(x)= ез 一 Ba >0. 
x 
PE, a FA 
2 2 
TENTES ECAN (EES 
a 2 a a 
以 及 b > 8a2, 我 们 得 到 
1+ b > 8а, 
a 
b b 
2еа > sl 23 = ĝa + 8b > 8а1ор2 + 8b. 
于 是 p(2)>0, 以 及 当 x22 时 ,有 wow (x) > 0. 
以 下 我 们 证 明 (2. 34) RE. WR (2. 34) 式 不 成 立 , 则 存在 两 
个 值 r 和 p(0<r<p<R) 使 得 


+ 2b. (2. 36) 


Т(г) > 2alog 
p-r 


ни (+). 根据 (2. 33) RA 


Р 


T(r) <alog* T(r’) + alog——_ +b 
rr 


p 
p-r 


< alog’ T(r') + alog +b. 
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另 一 方面 ,可 写 (2. 36) 式 为 


ә 


T(r) 2 2alog > Р mT 2alog2 + 2b. 


于 是 


log+ T(r') > log 


Ь b 
—2log2 + — = [+= Р ): 
a 4 


p — p-r 


H + b > 2а, 我 们 判定 


因此 


进一步 应 用 (2. 35) R, 置 其 中 的 x = -— P” > 2, 则 有 


p—r 
2 р 
ea — > 8alog — + 8b. 
p—r p—r 
于 是 
2, p 
T(r') > 2alog — + 2b. 
p-r 


同 理 , EEr, = 了 (nm-， +p)(n=1,2, -;ro =r), WA 


Т(т„) > 2alog- 


1 
ЕТ +2b,p—r,=2" (p-r), (2. 37) 
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以 及 
T(r,) < Т(р) (O <r,<p<R). (2. 38) 


Е ЖОЖ]? n— + co 时 ,根据 (2.37) 式 , Tr) 应 当 趋 于 + co, 而 根 
E: (2.38) 式 , T(r,) 应 当 有 界 . 于 是 我 们 导出 一 个 矛盾 .从 而 引 
理 2.6 完 全 得 证 . 


$2.2. Boutroux-Cartan 定理 
2.2.1. Boutroux-Cartan 定理 


定理 2.1 设 z, zz …,z* 是 开平 面 |z| < + oo 上 的 几 个 有 穷 点 
列 , 则 满足 不 等 式 


П |z—z;,| < br 
і=1 


的 点 z 所 成 的 集合 可 被 包含 在 至 多 几 个 圆 (y) 内 , 其 半径 之 和 不 超 
过 2eh. 

定理 2. 1 称 为 Boutroux-Cartan 定理 9 以 后 我 们 简称 (y) 为 相 
应 于 这 nn 个 点 及 数 h 的 欧 氏 除外 圆 . 

证 . 记 B=(z1,z2,…,2z,) 和 用 Co 表示 一 个 以 点 z 为 心 ， 


以 K ©® (к EER) 为 半径 的 开 立 域 ,同时 用 P.x 表示 C 包含 E 


中 点 的 个 数 .如果 P, , > K, 则 必定 存在 一 个 正 整 数 K' K'> K, 使 
PaK. 事实 上 , 如 果 不 然 , 则 有 已 x+i> 天 十 1 Рк > К 
+2, =, Р.„>п. BEBA Р. <п. 于 是 得 到 一 个 矛盾 .特别 地 ,我 们 考 
ЖИС, 1, 则 存在 正 整 数 K', 使 得 P. к= К'. 于 是 ,我 们 证 明了 必定 


# (E IÉ ВН K (1< K <n), 使 得 以 某 点 z 为 心 ， uK” 为 半径 的 
A C.x 恰 好 包含 正中 天 个 点 , 即 有 Pu= 天 .我们 记 具 有 这 种 性 质 的 最 
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КЕФ К, 相应 的 圆 为 Cu, 再 用 5S; 表示 位 在 Ci 中 的 天 ,个 点 所 
构成 的 集合 , FH ЖЕ, = E—S,. 对 E, 作 同样 的 讨论 , 可 以 确定 一 个 
正 整 数 K;, 和 相应 的 圆 C2. 如 此 继续 ,我 们 得 到 (Kj C, 5) (j 
== 1, 2,…, m), 使 得 


т А т 
т<п, У К; = n, E= US; 
је 1 j=1 


3EB# K 2 K,2 ---2 K,,. 
以 下 ,我 们 证 明 , 如 果 P. >К, 则 必定 存在 一 个 点 zi:(1<ign) 
和 一 个 正 整 数 j(1<j<<m), 使 得 


2єС.«[\5, К,>К. (2. 39) 


4 K,> K 时 ,我们 只 和 需 先 取 一 点 zeE 门 Cox 然后 确定 zi 所属 的 集 
合 5 即 可 . 当 Km<K 时 ， ВК pri <K<K,<K,, 我 们 如 果 用 5 表示 


位 在 Cx 中 的 Pox 个 点 扩 构 成 的 集合 , 则 不 可 能 有 ScE- Ú S, 事实 
上 ,如 果 不 然 , 24 K, 2 K> Pk+s 即 得 到 一 个 天 盾 . 于 是 我 们 可 以 
到 到 一 点 zesn | U 5 然后 确定 z 所属 的 集合 S,(1<j<p), 如 此 
确定 的 Zi 和 j 适 合 (2.39) 式 ， 

我 们 现在 用 (1<j<m) 表示 Cj 的 同心 加 ,其 半径 为 2Kj 名 


ШЖ Cs 的 圆心 z 不 属于 (T= (5), ШС 最 多 包含 E 中 的 KK 一 1 
j=1 

个 点 .事实 上 , 如 果 不 然 , 则 存在 一 点 -z; 和 一 个 整数 /使 得 (2 39) sÑ 

成 立 .于 是 ,一 方面 因为 点 zieCux, MARNA |z- nj К, 5 — 


п 
方面 因为 点 3ieCj 和 点 ZENT 所 以 我 们 有 | :—,| >K Ë. 


< К. (2. 40) 


但 这 不 盾 于 (2. 39) Ж. 
最 后 , 我 们 任 取 (r) 外 的 一 点 z2;: 再 将 E 中 的 点 列 依 次 排列 
为 Z 1 Z”, 2 使 得 


|[2—211<[2-21<:-<|[2-2,,|. 


ЕЕС, 不 包含 E 中 的 点 ,所 以 有 
|z — 2, | > 一 . 
h 
МЮ, C,; 最 多 包含 三 中 的 一 个 点 ,所 以 有 
h 
|z — z, | 2 25, 


一 般 地 有 


h 
|; —z|> КЕ, (1<К <и). 
п 
于 是 
п һ n 
П z-al>m( 2) > h". 
i=1 n 


即 定理 2. 1 得 证 . 

我 们 再 对 定理 2. 1 作 一 点 补充 说 明 . 在 (y) 所 表示 的 m 个 除外 
圆 T(1<j<m) 中 ,可 以 认为 这 m 个 闭 圆 域 Tj(j=1,2,…, т) н. 
不 相交 .事实 上 , 如 果 不 然 , 设 ;和 T (Oja Ssma, RAITA 
作 一 个 包含 和 Tj 在 自己 内 部 的 开 贺 域 . 明显 地 , 工 的 半径 不 超 
Ar AT; WEBE M. TE AATRE) PAT 和 Ty, Е 
理 2.1 的 结论 仍然 成 立 . 在 以 后 , 当 应 用 定理 2.1 时, 我们 总 是 认 
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为 (7) 所 表示 的 除外 圆 之 间 互 不 相交 也 不 相 外 切 


2.2.2. 推广 


在 球面 碟 离 意义 之 下 , Boutroux-Cartan 定理 显然 也 是 成 立 的 . 
定理 2.2 121, 22, ``, z, Æ Riemann 球面 上 的 n 个 点 , 则 满足 不 
等 式 


2, z| < й” 
i=l 


的 点 z 所 成 的 集合 , 可 被 包含 在 至 多 几 个 互 不 相交 也 不 相 外 切 的 
圆 (y) 内 ,其 球面 半径 之 和 不 超过 2eh. 

H. Milloux 引进 了 一 种 伪 非 欧 距 离 的 概念 2 并 进而 推广 
了 Boutroux-Cartan 定理 . 设 z 和 2z 是 单位 圆 lz|<1 内 的 两 个 


A H. Milloux 定义 它们 交 的 伪 非 欧 距 离 
jo z — г 
|(,z)|=|]+ sç]: 


ВҢ HB O< | (2,2) |< 1, 以 及 伪 非 欧 距 离 |(z,z) 1 在 变 单位 圆 为 
其 自身 的 分 式 线性 变换 之 下 保持 不 变 . 我 们 任 取 一 个 点 zo, |201 < 1 
ЖАМА 0 <r < 1. 车 用 C 表 示 适 合 条 件 |{z, zo)|<r 的 点 z 所 成 
的 集合 ,我 们 称 C 是 一 个 以 zo 为 伪 非 欧 圆心 , 以 r 为 伪 非 欧 半径 的 伪 
非 欧 圆 .事实 上 , 容易 验证 如 此 定义 的 伪 非 欧 圆 C 恰好 也 是 一 个 通常 
意义 下 的 欧 氏 圆 .当然 , 两 种 意义 下 的 圆心 和 半径 并 不 相同 , 只 有 圆 
心 位 在 原点 z=0 时 ,两 者 才 无 区 别 ， 

在 上 述 意 义 下 ,H. Milloux 对 Boutroux-Cartan 定理 作 了 如 下 推 
pooh 

定理 2.3 设 z1,z2,…, Za 是 单位 圆 |z1< 1 内 的 ma 个 点 . 则 满足 
不 等 式 


[| z) ) | < h", ("< >) 
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的 点 z( 位 在 单位 贺 1z1< 工 内 ) 所 构成 的 集合 ,可 包含 在 至 多 1 个 
圆 (?) 内 (这 些 圆 亦 都 位 在 圆 1zl< 1 内 ), 其 的 非 欧 半 径 之 和 不 超 
过 2eh. 

以 后 ,我 们 简称 (y) 是 相应 于 这 个 点 及 数 h 的 伪 非 欧 除 外 圆 . 


事实 上 为 了 证 明定 理 2. 3, 我 们 只 需要 重复 定理 2. 1 的 证 明 过 程 . 
但 是 ， 为 了 导出 相应 的 (2. 40) 式 ,我 们 需要 作 一 点 说 明 . 这 是 因为 在 
伪 非 欧 距 离 意 义 下 ,下 述 事实 并 不 显然 ; 当 zeCj 和 z 位 在 贺 T 外 时 


h 
有 | (zz) |> K = 因此 , 我 们 需要 证 明 , 如 果 C 表示 一 个 


以 zo( lza] < 1) 为 伪 非 欧 贺 心 ， s<; очне, шщ 


及 C 表示 一 个 以 zo 为 伪 非 欧 圆心 , 以 六 为 伪 非 欧 半 径 的 同心 图 
则 C' 外 任意 一 点 z 到 贺 C 内 或 者 到 圆 C 的 边界 上 一 点 z 的 伪 非 欧 距 
(2,27) | >т. 为 此 ,我 们 只 需要 证 明 , ШЖГ 表示 一 个 以 z 为 伪 非 
欧 圆 心 , 以 + 为 伪 非 欧 半径 的 圆 , 则 圆 El С 不 相交 也 不 相 外 切 . 进 
一 步 ,如果 注意 到 | (z, zo) | > 2r, 则 只 需要 证 明 , Ж ГУП СЯН, 则 必 
有 1(z, zo) |< 2r. 现在 ,我 们 证 明 一 个 更 为 一 般 的 事实 ， 

i Г Г" B| L z 和 z 为 伪 非 欧 圆 心 , 以 Pr Riral +r 
‚ <1) 为 伪 非 殉 半 径 的 两 个 伪 非 欧 圆 .如 果 Pr 相交 或 者 Ds Г” 
相 外 切 , 则 有 | (27, z”) | <r, +2. 

首先 ,我 们 证 明太 ' 和 古 " 相 互 外 切 时 的 情况 .不 失 一 般 性 , 可 以 
设 z=0 和 z 位 在 正 实 轴 上 .和 否则, 只 须 作 一 个 适当 的 保持 单位 贺 1z| 
< 1 不 变 的 分 式 线性 变换 .再 设 正 实 轴 上 的 点 x 是 和 了 "的 切 点 . 
于 是 我 们 判定 | 


|(Z,x)|=x=r,, 
” 


1" —х 
1062") 1 = у r> 


‚12%. 


ritr 
02,2") |= з" == 2 < ri 十 rz 
+717 


其 次 ,我们 证 明 六 和 "相交 时 的 情况 ,同样 地 , nj PA i z =0 
和 xz 位 在 正 实 轴 上 .再 设 矿 与 正 实 轴 的 交点 为 x+ 以 及 了 ”与 正 实 轴 
的 一 个 交点 为 xz, 并 且 x, 位 在 2" 的 左 方 . 于 是 我 们 判定 


2" 一 X2 


x,<x z, x =хү=гк, | (x;, Z”) | = 
2 з» {6 5 i)| 1 1 | 23 ) | 1 一 x2z 
r; 十 X2 < ratx, _ Titr 


z 2” = 7" = 
l(z,z)1 Їх “1+xir 1+rirz 


<T, +r}. 


上 述 讨 论说 明定 理 2. 3 成 立 . 

同样 地 ,我们 也 总 可 以 认为 定理 2.3 中 的 (y) 所 表示 的 这 些 伪 非 
欧 除 外 贺 之 间 互 不 相交 也 不 相 外 切 .但 是 ,我 们 需要 补充 说 明 下 述 事 
K: 
Ж PA TOEA 2" ЗЕК, Ar, 和 rj(ri+r,<1) 
УЗЕ ККЗ А РАЯ ° N dEEK IB], 如 果 Г 六 "相交 或 者 ГН MAE 
外 切 , 则 一 定 存在 一 个 圆 Г, EA Г rAr ECAR, 并 
且 其 伪 非 欧 半 径 гу т +. 

事实 上 ,根据 初等 几何 的 知识 , 我 们 知道 在 单位 圆 1z| < 1 内 存在 
-TF 5A Г ГНА Г” ја Г” ЗЕ ККЕ 5 A r (r 
<1). 以 下 ,只 需 证 明 rs<rz+r 我 们 不 妨 认 为 Г” DER IB] Uo {ү 
在 原点 z=0,z 和 2 位 在 实 轴 上 ,并且 z <>”. 


再 设 让 与 实 轴 相 交 , 其 位 在 z 右边 的 交点 为 x,，” 与 实 轴 相交 ,其 
位 在 z" 左边 的 交点 为 xz. 根据 假设 , PA "相交 或 PP 和 ГЭШУ. 
所 以 有 xz 和 xi 进一步 ,按照 定义 ,我 们 有 


rtz z” 一 r2 
1+r,z' ° 


PTT н ГЗ Гә 


х, = 


2 一 2 = 2" = 一 -一 
1—т›2”, 1 一 rir3” 1 一 rar3 


Ес 


" , 
2 =r < r, +z | 


I—-rZ T I+r,z 
(ri+r,)(1+ri)rs—- CO tri) (142) +4r r; ]rs 
+(r,+r,)(1+r,r,) 20. 
Е АВЕ: СЕЕ р ВУ R BJ Е Е: 
ГК) = (л +) (ла) К (1+) (1+r2) 
+4rirz]R+ (ri+r,)(1+rir;). 


设 /(R) 的 两 个 根 为 Rt MRa ЕШ, р 于 是 可 
BR, <1<R,. RSR, sü R2R, 时 , 有 f(R)>0. 另 一 方面 , Ж 
HES) 20 Ж, <1, 我 们 判定 r3<Ri. 再 注意 到 /ri +r,) <0, ЖШ] 
# r3 <r, +. 

最 后 ,我 们 讨论 一 个 在 应 用 上 十 分 重要 的 问题 ;如 果 把 (7) 中 的 
每 个 圆 都 通过 旋转 使 其 圆心 位 在 正 实 轴 上 , 那么 , 如 此 得 到 的 这 组 贺 
姥 盖 正 实 轴 上 的 一 个 最 大 区 间 的 长 度 可 能 是 多 少 ? 设 这 个 最 大 区 间 
Err) O <1) 和 以 | (r,r) | 为 伪 非 欧 直 径 的 圆 域 是 天 则 大 的 擅 
非 欧 半径 


r” — r 
Т r 


Е т р" 2 И 
i. h -( 7 =) 
1 — rr 


明显 地 有 只 < 2eh. AH, WR r 和 x” 满足 条 件 


2eh, (2.41) 


之 
1 — r'r” +/(1 — rr)? ГА ("ғ")? 


MJ ХЕШ Ж < |z| < r' 中 , 必定 存在 一 个 与 (7) 无 交 的 圆周 |z| 
=r rrgr". 事实 上 ,我 们 可 以 给 出 一 个 更 为 实用 的 充分 条 件 : 


пхае (59 ) (2. 42) 
为 此 ,我 们 需要 证 明 (2. 42) RARE (2. 37) 式 .首先 我 们 有 
(1 — 2eh}? (r" — г) > (1 r)8eh, 
(1 + 2eh)?(r” —r') > (1—т')8ей > (1 — r )r’8eh. 
进而 导出 
[(1— 2eh)2+ (1 + 2eh)2] (r — т^) > (1 — т” )8еһ, 
s. (2.43) 
于 是 
\-( "—т ) </-( 4ећ ) 
Г ғғ 1 + 40202 


1 1 1 +4e2h2 


之 = 一 一 一 一 一 一 一 
rr 2 4ећ 2 2 
1 1 一 | -一 一 一 一 1 1 一 (1 一 一 一 一 
N (=) +J 5) 


再 根据 (2. 43) 式 ,我 们 得 到 
| к” r” 
и + (1 orr) (r-r)? 


> 2 eh, 


即 (2. 41) 式 成 立 . 
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$2.3. 圆 内 亚 纯 函 数值 分 布 的 基本 定理 
2.3.1. 界 园 定 理 


1928 年 G. Valion 应 用 Nevanlinna 理论 ,证 明了 Borel 方向 的 存 
在 性 .为 此 , fb q ЖЕУ ТЕЛ ШЇ 0398: 

定理 2.4 设 1(z) 是 圆 |z1<R(O<R<+eo) 上 的 一 个 亚 纯 函 
数 ,并 且 


J(0)#0,1,oo, f'(0) #0. 
则 对 于 任意 值 :(0<r<R), 有 


T(r,f) <2{N(R, 0) +N(R,1)+N(R,co) } 


1 
+4log* |/(0) | + ов Оут 


+ 3610, 


g < + 5220. (2. 44) 
证 . 首先 ,我 们 证 明 如 果 a>e 和 x>0, 则 有 
logx +аїов"1ов"-1- <а (ова 1) +log*x. (2. 45) 
FXE, 当 x> -时 ， 显然 有 log+log+ 一 0 于 是 (2.45) 式 成 立 ; 
мха, (2.45) 式 可 写 为 


1 
logx + а1ов1ов—— < a(loga — 1). (2. 46) 


ф(у) = аїову ~ у – а(ова – 1) (у> 0), 
WA 

рО) A - Sr. 
于 是 

ф'(а)= 0, ф'(а) < 0. 
由 此 我 们 判定 


p(y)=alogy—y—al(loga—1)< ф(а) = 0. 


W log {у Ши (2. 46). 


其 次 ,我 们 证 明 (2. 44) 式 成 立 .根据 定理 1.4, 置 其 中 的 a =0, а, 
=1, 则 对 任意 值 r"(0<r<R) 有 


m(r,0}+m(r, 1)+m(r, о) < 2T(r,f) + S(r,f), 


其 中 


л) нн) 


+ 21086 + 1082 + ют буг" 
再 利用 (1 11) 和 (1. 12) 式 ,我 们 导出 
T(r,f— 1) < N(r,0)+ N(r,1) + N (r, со) 
+ log|f/(0)(f(0)—1)] + S(r, f), 
T(r,f) < N(r,0) + N(r, 1) + N (r, со) 
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+1о2|/(0)(/(0)—1)| + S(r, f) + log2. (2.47) 


进一步 ,根据 引 理 1.3, 对 任意 值 p(0<r<p<R) 有 


Г f — 
5067 < "(, 7 )+ "(5 7-1 )+ šlog? + 8 TETO] 


< 8log* Т(р, f) + 8log* log* 十 10log+p 


_— 
1700) | 


1 1 
+ 12log Tr 十 21og 一 + 28 + 4log* T(p,f — 1) 


+ 5log* p + 5108‘ p 


1 
+ 41og+ logt 一 一 一 一 一 
ORS 


1 1 1 
+ 6log* —— + log* 一 +14+8log2+log 一 一 一 
por E r °° ETO] 


1 
< 1210р+ T(p,f ) + 8logt logt ——— 
g‘ Tip, f) g log 7007] 


1 
+ 41ор * Іор + + 151ogt p + 18log ——— 


] 
{f(0)—1| 


+ 3log* yte + 15log2 + 108 — 
FOT 


于 是 (2. 47) 式 给 出 
T(r,f) < N(r,0) + N(r, 1) + М(т, со) 


+log|/(0) (700) —1) |+ 121og* Т(р,/) 


+ 8log* log+ + 4log! log* 


_— 
1700) | 1700) – 11 


1 1 
+ 1510р? p + 18log -一 一 +3log — 
p-r r 


+ 42 + 161082 + log-—— 
5 ЛОТ: 


注意 到 (2. 46) 式 , 则 得 
108 17(0) |+ 8log* log* лоя 
< 8 (1088 — 1) + log* |700) | 
< 241082 + log* |/(0) |, 
108 17(0) – 11+ 4log*log* Fo 


< 4(1084 —– 1) +log' |700) — 11 
< 91082 + log* |700) |. 
因此 ,我 们 判定 


T(r.f) < N(r,0)+ N(r,1) + N (r, оо) + 2log* |/(0) | 


1 1 
1 91 + 31081 — 8log? — 
+70977 * + 3log r + 18log р 


+ 15106* р + 18log* 75 + 121о&* T(p, f). 


特别 地 , 当 -2 «гер H 


T(r,f) < 12log* T(p,f) + 181og 一 +H, 
p— 


t 


85 · 


其 中 


Н = N(R.0)+ N(R,1)+ N(R, ©) + 21 log* 


+ + + I 
+ 15log* R + 112 + 2log* |f(0) | + log TOT 
现在 ,为 了 能 够 应 用 引 理 2. 6, 我 们 定义 


R 
和 取 a = 18,b = Н + 2480, Д1 ->= < r < p < Rit, A 


T(r) < 361og P 


+ 2H + 4960, 


p-r 


f p — R, 则 得 


T(r) < 36log + 2H + 4960. 


R—r 


然后 特别 地 取 r = £, 则 有 
R x 
(分. r) < 361og2 + 2H + 4960. 


于 是 , 当 0 <r < R 时 ,我 们 判定 


Tír, f) < 3610g + 2H + 4996 


R 
Е 一 


. 86 · 


<2íN(R,0)+ М(К,1)+ М(К, о) ) 


1 
十 421og+ = + 30log* R + 4log* |/(0) | 


+ 5220. (2. 48) 


+ 36log 


1 R 
+ 21067 ——— 
Ë у (0б) | К ғ 


为 了 消去 log* — ов? R 项, Rg (z) = f(Rz), 则 9(z) # Bl|z| 
< 上 亚 纯 ,并 且 
s(0)=f(0), O= REO, T( Ke )= Te. p 
(0 <r< R). 
于 是 ,通过 对 9g(z) 应 用 (2. 48) 式 ,我 们 得 到 


Tír, f) = rí) <2{М(Е,0)+ N(R,1) +N(R, оо) } 


+ 361og + 5220, 


+ 4log* |/(0) | + 2log* 


R 1 
К ғ [87° (0) | 


BP (2. 4 和 4) 式 得 证 . 
检验 定理 2.4 的 证 明 , 我 们 可 以 看 出 , 如 果 去 掉 广 (0) 0 的 假 
设 , 则 定理 2.4 有 较 一 般 的 形式 ， 


定理 2.5 设 /f(z) 是 圆 |z| < R(0 < R < + о) Ей AE H A 
数 , 并 日 在 原点 z = 0 的 邻 域内 有 展 式 


f(z)=f(0) + Сы* +, f(0) + 0,1, о; С, # 0, 5 21. 


则 对 于 任意 值 r(0 和 "< R)# 


”87 · 


T(r, {)<2{М(Е,0} + N(R,1)+ N(R, оо) | +36log 


R 
R—r 


1 
4iog |f ”一 -一 一 一 - . 
+ 4log 10O)1 + 2log КТ] + 5220 


2.3.2. 基本 定理 


G. Valiron 进一步 应 用 定理 2.4 证 明了 下 述 圆 内 亚 纯 函数 值 分 
布 的 基本 定理 3S” 这 个 基本 定理 在 奇异 方向 存在 性 证 明 中 起 关键 性 
作用 . 
定理 2.6 设 /(z) 是 圆 1z| < 1 内 的 一 个 非常 数 亚 纯 函 数 , ЕН 


п(1,0)<п, п(1,1)<п, п{(1‚,со)<п, 


则 对 任意 复数 值 X 和 任意 值 r(0 <r < 1), 有 


一 1 1 2 
nE) уун | Анов + Blog wa 


十 Clog+ (2. 49 ) 


тоңот} 
IX, X(r)| Jj” 
其 中 0< h < 0. 01, 4.B 和 C 是 数字 常数 ,以 及 x(r) 是 依赖 于 f(z) 和 
1й г 的 -个 复数 值 . 

证 . 我 们 首先 证 明 如 果 2, ffi z, 是 两 个 有 穷 复 数 , 则 有 


1 
log*|z,| + log!|z2|+ lg- zT <lo 
17 42 


一 一 一 一 一 - (2. 50) 
|21, 2 | 


事实 上 , 一 方面 根据 球面 距离 的 定义 有 


1 
log 十 5 log(1 + |2, |?) 


og = 
{2\,2›| [21 — 2, | 


1 
+ 108(1 +12,|?), 
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另 一 方面 , 当 x 之 0 时 ,我 们 一 般 地 有 不 等 式 
log (1 + x2) > 2log* x. 
于 是 (2. 50) 式 成 立 . 


其 次 , 我 们 证 明 (2.49) 式 成 立 . 设 ()) 是 相应 于 这 n(1,0) 
+ п(1,1)-+ n(1, о) кА (0 < h < 0.01) 的 伪 非 欧 除 外 圆 . 根 
据 (2. 42) 式 ,我 们 判定 在 加 |z| < Вел 内 并 在 圆 (7) 外 存在 一 点 zo. 继 
续 作 变换 


其 逆 变 换 为 


£ + zo 
1 + zo ` 


2 = 


Ç + 20 
1 +2, 


яа (Г) =/( уем < ! 内 亚 纯 ,并 且 有 


n(1,F =0)<n, п(1,Е=1)<п, n(1,F = e ) < n. (2.51) 
局 时 , 圆 (?) 变 为 “平面 上 相应 于 这 
n(1,F=0)+n(1,F =1)+ n(1, F = со) (2. 52) 


个 点 及 数 h 的 伪 非 欧 除外 加 (7)。 注意 到 点 ¢ = 0E(7)。 根据 不 等 式 
121+ Izol 
ISTF Tell 
可 以 判定 回 |z| < r #E ЕЩ НВА TETS + 内 ,而 


_ r+|zol 
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进一步 根据 (2.42) 式 ,我 们 可 以 判定 存在 值 pm， TH <p 


«231. 使 得 圆周 Г. | = р 与 (7), 无 交 . 


以 下 我 们 区 分 三 种 情况 讨论 : 
(1) Ж Гї1Чйн |F(2)1 > 1 于 是 ,明显 地 有 


m( >F) = 0. 


5 — Jr 8, 注意 到 点 C=0e(Y)。 则 根据 (1.5) 式 以 及 (2. 51) 
和 (2. 52) 式 有 


1 1 
(л) (е) 
Е Е 
<N|[ ! ! + N| 1 Е. + М(1, F) 
= F + ; Е — 1 , 


<{т(1,Е=0)+п(1,Е=1) 
1 
tn(1,F = оо) ов 
< 3nl ! 
< оё. 
于 是 
1 1 + 
Т(р. F) = Т га + 106 [Е(0) | < 3nlog + log [Е(0) |. 


ВЮ, X z К(0) = 720) нї, RAIH КИМА 


. p 1 
ñ = X < , F = X < N * 
n(r,f= Х)<п(т ) р—т (> y) 


-P _ t 
= P f res X) + log ro) XT | 


< ---———- 
T 


Т(о, Е) + logt | X| + log +102) 


1 
IF(0)— Х| 


1 
< — {знов + log“ |/(20) 1+ 106 * | X | 


+ log +1og2}. 


1 
[f(z0)— Х| 


HE- - 步 根据 (2. S0) 和 (2.53) 式 ,以 及 |zols8eh(ps<001), 我 们 判 
= 


6 


1 一 


n(r,f= Х)< +10821. 


(2. 54) 


1 1 
3nlog— + Іор і 一 ——— 
| ET t° TG). Х| 


4 X = f(z) T}, (2. 50) 式 明显 地 成 立 ， 
{2) 在 工 上 存在 一 点 bi, EIF) <1, 并 且 在 厂 上 , f 
#|F(001<1 FE, BAC 始 , 沿 着 三 积分 ,我 们 有 


Fi) Ft) = | F' (6) ad, 
r 


FOISE | |E (Z) 14611 + 27, 
r 


m(p, F) < log(1 + 2т). 
另 一 方面 ,注意 到 点 《=0e(7)。 则 根据 (1.5) 式 , 以 及 (2.51) 


. QÍ . 


和 (2. 52) KA 


1 
N(p, F) < 3nlog-— 


于 是 


Т(р, F) < 3nlog + log( 1 + 27). 
类 似 地 , 我们 判定 


n(r,f=X)< 


1 
fan log + 108+ 


6 1 
i—r Vo) xl 


+log2(1 + 2 (2. 55) 
(3) ЕГ E ff ЖЮ + дї, 和， 使 @|Р(Д,)|<1 
MIF (G) zL fB BAC 始 沿 着 ГААС, НА Е()1<1. 
于 是 我 们 有 
|Е(&;)|&1+2л. 


MKG) -所 Ha jem |e| < 1 内 亚 纯 , 并 且 有 


2 
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п(1‚б=0)<п,п(1,С=1)<п,п(1,б=о)<п. 
RHR (7) p EA Z ЕЕ] F ABP Tx 
n(1,G=0)+n(1,G=1)+n(1,G=co) 
个 点 及 数 户 的 伪 非 欧 除外 圆 (7)&. 注意 点 上 = 0607) 2, 并 且 有 


{С(0)[=!ЕК(&,)1<1+2л, 


1G'(0) |= |F'(G,) {е} 
1+ Ee] бео 


>®|К'({,)|(1—р*)>1—р. 
根据 不 等 式 


16] +11 
+15111 


RETA EBIC <: 在 《平面 上 的 像 域 含 于 圆 1 <s 内 ,而 


KIES 


sm tp (2. 56) 


进 - - 步 根据 (2. 42) 式 ,我 们 可 以 判定 存在 值 p'， z SP's 
EAR YE =p 5) 336. ME, X С (&) E M ER. 4, 则 得 


T(P. G) S2IN(1,G=0)+N(1,G=1)+N(1, б= оо) } + 


+ 5220 


1 
4tiog+1G(0)1+2log+ 一 一 一 一 
og 1G(0)1+2log [G0) t log 


1 1 
<6nlog 上 +4log( 1+2r)+36log -+ 2log 
һ 1—p 1—p 
+5220. 


jit 


' 'n(t, G= X 
n(r.f=X)=<n(s G= x)<—Ë | п( ) 


l 
9 Тр", 
рти С) +10в* 1909) 1+8 хтів) 


2 1 1 1 
< - e +36log— +2log— +108? |С(0) | 
1—5 ћ = р' —p 


— + 4log ( 1 +27) +log2+ 5220 
бс x| °® 5 | 


, 


2 1 1 
<— proe + 36log + 21о& 
1 一 һ —р 


+log’ Tew, x] t421 1 十 2r ) +log2+ 5220} 


Н (2. 53) 和 (2. 56) 式 有 


I—p21 3+r -izt 1 1-12) 0) > l 
4 4 4 2 16 
1 一 1 一 1 一 
I-s- 1) (1-0) 1 T (1—т) 
1 +тр 2 16 
и 1—7 _(1-”)* 
2 16 4 8x16 
、 _ _„үу2 
рр 3+5 _ 1-5 Ad D 
4 4 32x16 


. 16? 32х16 16 
nfr [= X ) = {enog + звов 007 J? + 2log r 
+log*- TE) 1_ xi у log +2я) +log2+5220} 
= (1 Денет 5 7406 一 +в" Х| 
+ 7210816 + 21088 + 41ор (1 + 2л) +1082 +5220 (2. 57) 
Оргу м ә б: Ж КИШ. 


> 
注意 到 当 0gr<1 时 ,但 有 1og 过 


- >log2 > 0. 于 是 我 们 可 以 加 


N 
Klog 项 的 系数 ,用 以 消去 不 等 式 中 的 常数 项 .于 是 (2. 54), 
(2.55) 和 {2.57) 式 给 出 (2. 49) 式 , 即 定理 2.6 完 全 得 证 . 


借助 于 变换 


(f z)—a)(c—b) 
(/(2)—%Ь)(с—а)' 


我 们 可 以 得 到 更 一 般 的 形式 ，: 
定理 2.7 设 /(z) 是 圆 |z| < 1 内 的 一 个 非常 数 亚 纯 函数 ,a, b, с 


直 三 个 判别 复数 ,其 相互 于 再 > d( 0 ауен 


Е(2) = 


(2. 58) 


п(,а) < п, п(1, Б) < п, п(1, c) < n, 


则 对 任意 复数 值 X 和 任意 值 r(0 <r <1) 有 


1 1 2 1 
.X)<— 一 - — 一 
n(r, X) (=? f анор + Blog — + Clog— 
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1 
+Dlos* Ту-уу} 
|Х,Х(г)| 


Ж 0<һ=< 0.01, А,В, С fl D 是 数字 常数 , 以 及 X(r) 是 依赖 


于 f(z) 及 值 r 的 一 个 复数 值 . 
事实 上 , 在 a, b,c 三 个 值 中, 至 多 有 一 个 值 .不妨 设 为 c, 使 


得 lc ol <A. M RRR, Ma 和 < 分 别 有 la, о < 4 和 lc oo 


d 
< 一 .于 是 
3 
Ia cj= |a 一 c| 
, Vl+lali 1+ Ic]? 
1 1 1 1 
|a cl i lal lel 
_ la,%| lc, oo | 
J1— la, оо |? /1— ic oo |2 
<2 45 <— 7 


VE ` 35 
但 是 这 矛盾 于 la cl>4 的 假设 .因此 , 我们 可 以 假设 1a oo1> 


4 
和 | o| > 9, 从 而 有 下 述 信 计 .1a| < ЯЫ < 了. 我们 进一步 


жака ezb 
c—a 


对 F(z) 应 用 定理 2.6, 则 得 


| < 1, 否则 在 (2. 58) 中 只 须 对 调 a,b 的 位 置 .现在 


n(r,f=X)=n(r,F=y) 
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1 2 1 
танов + 有 Blog 一 +C'log* ОП 
其 中 
_X—a c-b _ X(r)—a c-b 
Y= X—-b c-a’ Y(r) X(r)—b с-а 
以 下 我 们 只 需 说 明 
Cio w 1 < < Clo d рію sol _ 
s TY YO) eg tD туру: 
事实 上 ,我 们 有 
a о 7 a 
IY, Y(r) |= Х(т)—* 
| 1+ —b |? 23 X(r)—a 
х— В с-а | X(r)—b 


IX-X(r)|ļa—b] ' Eal 
 JIX—-b|?2+|X-a|2 /IX(r)—b2+|X(r)-a|2 
注意 到 


|X—b|2<)XI2+|b|2+2|X||b| <2+ |X|2+ |b|2 
+2|X|2|b|2<2(—°1+1|X12)(1+|b]|2) 

|IX—b|?2+|X—a|2<2(1+|X12)f1+la|2+1+1b]|23 
<4(I+|X|2)(1+|a|2)(1+|b5b]2), 

以 及 | 


[X(r) 602 |X(r)-a]? 
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<4(1+|X(r)]?)(1+la]2)(1+ 121°), 


c—b 
с-а 


/1+]а[®/1+]Ь]? ` 


则 得 


1 
IY.Y(r)|2—+ IX, X(r)lla,b] ' 
于 是 


十 


С'\ов*————— Сор + logt} 
Š YY YG} S E ТХ (к) 6 d 


+10в' С +202 +1og' (Тау 1512) |. 
再 注意 到 
一 1 А 
log | 一 二 <log! qep +t! la| +log* |b| +2log2 
<lo ! 21 3 21082 
<106 本 +2log "7 +2108 
є зо g + 210g 6. 
5208 7 


以 及 


logy (1+ [а|*)(1-+]Ь1]?) <1ов* |а| +log! |b| +log2 
1 
<21ор-- + 2log6, 


则 导出 


, _. 1 ， + __ 


g——— < Clo 
[У Y(r)| 
+ 6 C'log 6. 


-+ 6C'log J T 
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由 于 log 了 > log 2, J&I] i P is 当 加 大 log 二 项 的 系 


数 ,就 可 以 消去 常数 项 , 从 而 判定 


1 l 1 
Cl Cl + D] . 
ов’ түүт < 1984 t 0198 Tx (Рут 


其 中 C, 了 是 数字 常数 .于 是 定理 2.7 得 证 . 
3.3. Schottky 型 定理 

首先 , 我 们 利用 证 明基 本 定理 的 方法 , 导出 两 个 关于 特征 函数 的 
界 轿 定 理 . 这 两 个 结果 将 在 第 三 章 和 第 五 章 得 到 应 用 . 

ТЕЁ 2.843! 设 f(z) ER |z | <1 内 的 一 个 亚 纯 函 数 , 并且 有 

п(1„/=0)<лп,п(1,/=1)<я‚,п(1,/{=со)<п, 
Bu (r) 是 相应 于 这 
п(1,/7= 0) + n(1,f= !)+ n(1,f = оо) 


个 点 及 数 h(0 < h< 0.01) 的 伪 非 欧 除外 圆 ,并且 假定 原点 z 
=беє(>^) 和 |f(0)1<, 则 对 任意 值 r(0<r<1), 有 不 等 式 


(2. 59) 


1 
Т) <Ç Tr {nlog + Blogy“ 2 73> 


其 中 A, B 为 数字 常数 . 

证 .任意 取 定 一 个 值 x(0<r<1), 根据 (2 42) 式 和 0<hs0. 01 
可 以 判定 存在 值 记 r<p<- (l+). 使 得 圆周 Г. |с] =p 与 加 (7) 
зх 明显 地 有 


T(r.f) < Т( р. f). (2. 60) 
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设 圆周 三 上 的 -一 点 zA 
(zi) = тах|/62) |, 


再 用 直线 连接 点 z: 与 原点 z=0, 若 遇 到 圆 (y), WSFA (y) 内 的 线 
Ez Hj (y) 的 较 小 的 圆 弧 取 代 , 如 是 求 得 一 条 曲线 L, ЖЕЛ < 2 
+ 2лећ < 4. | 
以 下 寻求 T(p, 了 的 一 个 上 界 . 为 此 ,我 们 区 分 两 种 情况 讨论 : 
(DEL EEA f(z) < 1. 我们 自 原 点 z=0 始 沿 上 L 积分 至 zi 点 
可 得 


< 5, 


17021) | < 1700) | + 


ez 
L 


即 有 
m ( p, f) < log 5. 


另 一 方面 , 注意 到 点 z=0e(r), 又 有 


N(p NEN(LN < зпіовт-. 


于 是 
T(p, f) < 3nlog i 十 log 5. (2.61) 
(2) EL 上 存在 一 点 z2, 使 得 |/'(т,)| 2 1, 并 且 自 原点 z=0 始 


沿 着 L #2, ях, НА |/' (т) | <1. 于 是 我 们 判定 U(z,) | < 5. 继续 变 
换 


其 逆 变 换 为 


_ +z 
THR’ 
WAK F(E) -/( =: )жи <t EEH, 并 且 有 


п(1,Е=0) <n, n{1, F=1) <n,n(1, Е=‹о)<п. 
JBI (y) 变 为 《平面 上 相应 于 这 
n(1,F=0)+n(1,F=t)+n(1, F= о) 
个 点 及 数 h 的 伪 非 芍 除外 贺 (7)。 注意 点 5=0E(?)o 并 且 有 
LF(0) |= |/(2,)1<5, |F (0) | = If (22) 1 (1— 1212) ®1—р. 
根据 不 等 式 


1+ 12121 


и] АЖЕ 1z1 < 2 在 5 平面 上 的 像 域 含 于 圆 | | < t 内 ,而 


2р 


r= TT (2. 62) 


现在 ,我 们 应 用 定理 2. 4, 则 得 
1+1 1 1 
(е) (а) (от) мов) 


+ 4log* [Е(0) | +2108? + 5220 


1 2 
— + 361 
IF O OET 

1 1 
< 6nlog— + 74log 
h 1— р 


+ 41085 + 5220. (2. 63) 
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以 F, #{П 15 81 На, (1=1, 2, .-рр=п(1, Е=0)), b; 
= 1,2, --q:q=n(1, Е=1)) Me(k=1,2,--bl=n(1,F=0)) Ж 
RFO fE |£ | < 1 KARA. 1- 值 点 和 极点 . 置 
: 一 Cr 


р —a. q a b. 
(= = JG) = Ц р Ита 


к= 1 


则 函数 (С) = КОС)Е(С) ТЕЙ 1С <1 内 全 纯 , 且 有 


于 是 ,根据 (1.21) 和 (2.63) 式 有 


1 十 了 


1 
£ вов + 410822. + 41085 + жэш}. 


进一步 根据 (2. 62) 式 和 p < H 1+r), 我 们 得 到 


32 1 
log M (t, Ф) < ——— 4 6nlog— + 741 
og M (г, Ф) (ПШР? | nlog- + 74108 —— 


+74log2+ 4log5 + 5220}. (2. 64) 


设 癌 是 5 平面 上 点 zi 的 对 应 点 ， тг); таай 


1 
1 3п1 
ову < ETET Š mlog 下 
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进一步 根据 (2. 64) 式 得 到 


1 
Јов |/(21) | =1ов|Е(6,) | =log| Ф) + log тут 
1 


1 
< log M (t, @) + 3n log 


] 
h 


3 2 
< Z rf ónos + 74jog T + 741082 
一 上 


(ї—т) 
1 
十 4iog5 + 5220 | + 3п1ов--. 


再 注意 到 
т(р. f) < logt |/(2,) |, 
以 及 


N(P,f) <3л1ов--, 


则 判定 


1 1 2 
T. < pr Ао + Blog 


(1—r)? 2—4. | (2. 65) 


其 中 A, B 是 数字 常数 . 

最 后 , (2. 60), (2. 61) 和 (2. 65) 式 给 出 (2. 59) 式 , 即 定理 2.8 
完全 得 证 . 

E2 AUI Rf) 是 圆 |z|< 1 内 的 一 个 亚 纯 函 数 ,原点 z 
=0 5 f(z) 的 0, 1, оо 诸 值 点 的 距离 > 4(0<4<-). 
в 
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n=n(1,f=0)+n(),f= 1)+ n(1,f= œ), 
则 对 于 任意 值 r, 0<r<1 有 


EH fio 


Tir, f) < log 一 =- = + logy } + los" I) |, 


其 中 是 数字 常数 . 
证 .我 们 以 位 在 贺 |z|<1 内 f(z)=0,1,% 的 每 个 值 点 为 心 ， 


以 全 站 二 为 半径 作 除外 国 ， , 记 全 体 除 外 图 为 (7). 明显 地 , 原点 z 


=0є(7), 以 及 存在 值 PrsP< 了 (1+ 们 使 得 圆周 六 zl=p 5 
B (7) 无 交 , 并 且 有 


T(r, f) < Tip, f). 


SAATA z A 
(21) |= Maxl/(z) |, 


用 直线 连接 点 zi 和 原点 z = 0, 8638 (У), 则 以 (7) 的 圆 弧 取代 ,于 是 
求 得 一 条 曲线 工 , 其 长 度 < 2. 

以 下 ,我们 寻求 T(p, 了 ) 的 一 个 上 界 . 为 此, 我们 区 分 两 种 情况 讨 
Ж 

(DELES (:)| < 1. 我们 自 原点 z =0 始 沿 着 积分 
至 zl 点 可 得 


f(z) | < I/(0) | + || ra </(0)[+2. 


即 有 


m(p, f) < log* |/(0) | +2log2, 


另 一 方面 , 注意 到 原点 z = 0 #J f(z) = 0, 1, oo HEAREN >d, X 
有 


М(р, f) < пов. 
于 是 


+ log |/(0) |, 


T(r, f) < Т(р, f) < nlog— + 2log 2 
-d 1—r 
即 对 情况 (1) 定 理 2. 9 成立 . 
(DEL 上 存在 一 点 z2, 使 得 | 广 (zz)1> 1, 并且 自 原点 z=0 始 
沿 着 上 #2, SIE U (z)| < 1. 


3 
RAILA 2, 90, ДЕ = r 


— |z; | 为 半径 作 圆 三 注意 到 |z， 


d(l —r) 、 — 
CESI ЖАШ т(2,, R, 站 表示 f(z) 关于 


12 — 22) = R 的 对 数 均值 , 以 bv 表示 f(z) ÆR |z ~ z,| < R 内 的 
极点 , 则 根据 Poisson-Jensen 公式 有 


— 2;|< (p —|z;| ) + 


m(p,f) <log*|f(z,)| 
2 


R-(p-121+ 


< 
d(1 — r) 


m(z;, R, f) 
6(n + 1) ) 


R? — (b, — z2) (21 — 2) 
+2 log 及 (zi 一 b,) 
12 24(п + 1) 
< 1 一 > т(22, R, f) + п(22, К, f = œ Пову. 


-105 ~ 


进 - 步 应 用 定理 2.4 合计 m(zz, К, f). 置 定理 2.4 中 的 R=1 
-= |z21, 并 注 意 到 [f(z;})|> 1, 142 BEO, 1, oo 诸 值 点 的 EE 


B >- ,以 及 


1702)1<1709)1+ 2, 
则 有 


п+ 1 


-十 log 


тс, Л eln+ D ов Г 


+ log* |/(0) | р 


其 中 ce 是 一 个 适当 大 的 数字 常数 .于 是 


| n+l 
7 log 


. 2 
т(р, f) < — r j - + log wa ов? о)! }. 


再 注意 到 


1 
N (p.f) < тов, 


则 得 
Tir. f) < T(p. Ј) 


< о"! + log- + log" о)! }. 


1 一 
其 中 c 是 数字 常数 , 当 |f(0)|< 1 时 ,定理 2.9 明显 成 立 ; 当 LA(0)， 


> RIREO 而 考虑 ,并 注意 到 


1 
T(r, f) = {„ +)* log|/(0) 1, 


风 林 以 判定 定理 2.9 成 立 . 


最 后 , 为 了 证 明 Julia 方向 的 存在 性 , 我 们 证 明 下 述 Schottky 型 
定理 . 
定理 2. 10 设 /(z) 是 圆 }z1< 1 内 的 一 个 非常 数 亚 纯 函 


数 ,a b,c 是 三 个 判别 复数 ,其 相互 球 距离 > d,0 < d < > 并 且 有 


n{l,a)<n, п(1,Ь)<п, n(1l.c) <n. 


А |2] < т< 1 内 满足 不 等 式 |f(z) |< M < +oao 的 点 的 集合 不 
能 被 包含 在 半径 之 和 至 多 为 2eh(0< h < 0. 01, 8eh < т) 的 3n 个 贺 
р, РИА j < r(z <r<1) 内 的 点 z 有 


2 
l-r 


, l 1 
юе) ту Ag 六 + Blog 


+ С1ор* M + ров ов), 
至 多 除去 一 些 半径 之 和 不 超过 2eH < 1(h < Н) 的 除外 加 ,其 
+H A,B,C,D 是 正 的 数字 常数 ， 

Ш. 设 (7) 是 相应 于 这 n(1, f=a)+n(1,f=b)+n(1,f=c) 
个 点 及 数 h 的 伪 非 欧 除外 辆 . (7Y) 所 含 圆 的 个 数 至 多 为 3n. 另外 注意 
到 一 个 伪 非 欧 圆 本 身 就 是 一 个 欧 氏 圆 , 并 旦 这 个 圆 的 欧 氏 半径 不 超 
过 它 的 伪 非 欧 半径 .所 以 图 (7) 的 欧 氏 半径 之 和 不 超过 2eh. 于 是 根据 
假设 在 圆 |z| < 7 内 并 在 圆 (7 ) 外 存在 一 点 zo, 使 得 | f(z0)|1< M. 以 
下 ,我 们 区 分 两 种 情况 讨论 : 

(1) А || < r 内 并 在 (7) 外 , 恒 有 | f'(z) | < 1 我们 用 直线 段 
连接 点 zo 与 位 在 圆 |z|<r 内 并 在 圆 (7) 外 的 任意 一 点 z, 若 过 到 
Е (ғ), 则 含 于 图 (7) 内 的 直线 自用) 中 的 较 小 圆周 弧 取 代 , FER 
得 一 条 曲线 工 , 其 长 度 < 4. 于 是 对 于 位 在 圆 |z| < 7 内 并 在 加 (7) 外 
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的 点 z 有 


млад ло real <i seora 
L 
log| f(z) | < log* | f(zo) | + 31082. 


HT H > h, 所 以 对 情况 (1), 定理 2. 10 成 立 . 

(2) 在 圆 |z| < 7 内 并 在 加 (7) 外 存在 一 点 zi, 使 得 | f'(z1)1> 1, 
并 且 在 如 上 求 得 的 连接 点 zo 与 点 2 的 曲线 世上 恒 有 | f(z)|<1. 
于 是 我 们 判定 | f(z1) | < M + 4. 继 作 变 换 


Z — ZI 


£ = 


1—Z,z ° 
其 逆 变 换 为 


“十 Zi 
1 +Z, ° 


Ç +Z, 
1 +z, 


тано) = л ) 在 加 151 «тз, жая 


n(l,p=a)<n, п(1,ф=Ь)<п, п(1,р=с)<п, 
同时 图 (7) 变 成 5 平面 上 相应 于 这 
п(1,ф=а)+п(1,ф=Ь)+п(1,ф=с) 
个 点 及 数 的 伪 非 欧 除外 圆 (7),. 注意 点 = 0e(r),, 并 且 有 
lp(0)1=|1 f(z)1< M+419(0)| 
=|f (z(t—lal?)>1—r. (2.66) 


根据 不 等 式 
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121+ tz,| 
+ |2\]|2[°” 


可 以 判定 圆 1z| < r 在 平面 上 的 像 域 含 于 圆 |51 < 1 内 ,而 


I<- 


(2.67) 


根据 a, b, с=т чн > d, 我 们 不 妨 假 设 a,b 54125, 
并 且 |al< 方 和 |bl< 了 继续 作 变 换 


ф(6)-а ‹—Ь 


Фф = 
(=Z (O b <a 


则 有 
п(1, Ф=0)<п, п(1,Ф=1)<п, n(1, @= оо) < n. 


进一步 不 妨 假 设 | (0)|< 1, Аяа b HME 2 ЖК. 根 
据 (2. 64) 式 还 有 


| c—b | Iø’ (0) | 
Ф (0) |= | а 
о)! = | [To(0) -b 
-bl l-r 
с-а (M+4+ 16) 2 


对 BD) 应 用 定理 2.4, 则 对 任意 值 p, 0<p<1 得 到 
„(М+4+ |Ь|)?|с—а| 


i 
T(p. Ф) < 6nlog— 
(p. Ф) < 6nlog + 2log Tr Ta lle b] 


1) 见 定理 2. 7 的 证 明 中 的 相应 说 明 ， 
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1 
+ 36 ов + 5220 
-P 


—a | 


1 1 1 
< бп log ~- + 2log үгу + 2108 ———- + 2log* 
—r 


ja—b]| c—b | 
1 
+ 4log* M + 4log* |b| + 161082 + 361og 5 + 5220. 
另 -方面 .根据 (1.19), (1. 20) 式 和 下 述 等 式 
1 1 с—а 
а O = — 40) 15, 
pl -b b-a ia (š) | 
Пт 
Т l <To фу+1ов*————+1ов* 222 | +1ов2 
P- JS Т0, ов ар tE oo g 
l „| с—а 
Т(р,ф—Ь)<Т(р. Ф) +log* ТЕШ К? — 
+log* M + 2log* |b| 十 6iog2 
<6nlog l + 2log- — + 31ов* <! 
sonog, 8 12. ЕЕГ 


l 
+ 3log* Dal + 6log*|b| + 5log* M 


l 
+ 221082 + 36 log-r— + 5220. 
—р 


3 3 
进一步 根据 |al s PIST |а—&|>{а,Ь| >а, |с—Ь| 2 [cb] 


>а. 以 及 
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I + _ =l + 1 1 _1_ 
og 一 | og + = 
+ + + 1 
<log'la| + log" {b| + log TC t 21982 
得 到 
， 1 1 1 
Т(р, ф) < бл1од—— + 21ор-———— + 361og + 5log М 
` h l-r 1—р 
1 
+ 18log-y + 521082 + 5220. (2.68) 


其 中 0<p<l. 


(ко (ота) ме) # mu 


<ñ (iguspa [Pra = ] тиин 
的 伪 非 欧 除外 加 Ж 


1+ 


7 内 全 纯 , 且 有 


WARF) =p K) EBE] < 


一 一 十 

2 1+1 4 [їн 
юв M(t, F) Тв) т ç). 
Er 9 sS (ze) 
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DRAGEE < t НЕ (r), 外 时 有 


loglo (Z) |= log|F (£) | + logy KO 


ltt 
< log M(t, F g— 
og M ( + n [3 = 
4 1 十 上 
< T 7 
7( 2 °) 
l 4 (3+0 
+log `: B FOH nh g=) gy ©) 
Н 1 t 
FB+- (1+) Z + 


_ TH o2 4 {3t 
>it > 9? о 1—{ 4 °°? 


4 3+ 2 
<———т|— 1“, — 1]. 
к= 4 °)(кетг+ ) 


进一步 利用 (2.68) 式 , 置 其 中 的 p 一 一 二 ,以 及 根据 (2.67) 式 ,我 们 
得 到 | 


16 1 1 8 
<————5-46 一 一 一 一 一 —TV 
loglw(¢)| (12у)? | nlog- 十 2log 1; +36 овуз 


1 2 
+5log*M +18 log-7 +52log2 +оо}! + ке} 


1. | 1 2 
<тг=рт тов + Blog 1 
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+elog'M+Dlog Mi жов}. (2. 69) 
ЯФ А,В,С, О 为 数字 常数 . 
设 (?)' 是 z 平 面 上 相应 于 (?) 的 伪 非 欧 除外 圆 ,所 以 (?) 的 伪 非 
欧 半径 之 和 不 超过 2eH， 于 是 (7)' 的 欧 氏 半径 之 和 不 超过 2eH， 根 
据 (2.69) 式 , 当 点 z 位 在 圆 |z| <? 内 且 在 圆 (7) 外 时 有 


1 1 2 
og (2) |= ово (0) | < or нов + Вов. 
С1ов* М + Diog | 1 + 1ов-—- 
+ C log gq sH N 


即 定理 2. 10 完 全 得 证 . 


$2.4. Julia 方向 和 Borel 方 向 


我 们 证 明 本 章 的 主要 结果 , Вр Julia 方向 和 Borel 方 向 的 存在 
性 .但 是 ,为 了 本 书 以 后 叙述 的 方便 ,我们 先 引 入 某 些 记 号 ， 在 开平 
Bi|z| <+oo 上 ,用 A(9) 表 示 一 条 始 自 原点 的 半 直 线 : argz=0,0 
<l|z| <+co; 用 A(0,R,, К.) (0<А, <R,< 二 oo) 表示 半 直 线 A(0) 
i FA AR e” 和 Re” 间 的 部 分 ， 用 О(Ө,,Ө,)(Ө,<0„) 表示 集 
В: 0 <argz<0; № 0(0,,0,; К) (0, <0;; 0<R<+oo) 表 示 集 
В:0, <argz<0,, |z|<R; 用 0(0,.0,; Ri, R,) (0, <0,; О<Е,<К, 
<+o) 表 示 集合 : 0, <агрг<0,, R, <|z| <А, ЖГ, 0; R) 
(0, <0,; 0<R<+00) 表 示 和 集合 :091 <argz<0,, |z| =R. 一 般 地 ， 
我 们 用 百 表 示 一 个 集合 E 相 对 于 开平 面 |zj< + oo ЮЙ. 

我 们 用 n(E,f=a) =n(E,a) 表 示 方 程 /(z) =a 在 集合 E 上 根 的 


个 数 ( 几 级 重 根 计算 几 次 ); F M(E, f) % ж max /(z) |; 以 及 
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几 [x] 表示 x 的 整数 部 分 . 
2. 4. 1， 充 满 贺 


设 /(z) 是 区 域 D 内 一 个 非常 数 亚 纯 卫 数 , 区 域 D 内 的 一 
R Г: |z 一 zo| <5 称 为 f(z) 的 一 个 以 m( 过 1) 为 指标 的 充满 圆 , 如 果 
对 每 一 个 复数 值 X 有 


п(Г„Х) >т, 


ЖЕ E (8 X, 它们 能 被 包含 在 两 个 半径 为 e "的 球面 圆 内 . 
充满 圆 的 概念 来 自 A. Ostrowski3a 和 H. Milloux03o0a 的 工作 ， 
引 理 2.7 8/02) А 1:1 <2R 内 的 一 个 非常 数 亚 纯 取 


数 ,m>1 是 整数 和 0<e< 2. 如 果 在 一 个 圆 环 K:r<|z| <R 内 不 


存在 一 点 20, 使 得 圆 : |z 一 zo| <elzo| 是 f(z) 的 一 个 以 m 为 指标 的 充 
满 圆 , 则 对 于 每 一 个 复数 值 X 均 有 


| R 
og— 
— 10 10r 
"(Ку=х)<4{ z. ЦА | 
ë log 1+ 二 | ° 
5 
1 
| Anlog 100 + Blog4 + Cm + ров). (2. 70) 


ЇН. п] ВЕ Ж РК 3 Bb X, 它们 能 被 包含 在 一 组 球面 圆 (?) 内 , 其 球面 
半径 之 和 不 超过 2eH(2eH <1), 其 中 , A, B,C, D 是 被 定理 2.7 所 确 
定 的 数字 常数 . 


if. 命 P= [ee namaz i= 0, 1, …, P 一 1), p — 
方面 , 设 整数 @ 满足 不 等 式 
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+1<— — +I! (2.71) 


现在 ,我 们 考虑 一 组 圆周 万 : |z | = (1 + > Jo =0,1.2, …， 


Q- ЯАГ: |21= R. 于 是 这 已 条 半 直 线 A(9] (i = 0, 1, … 
P 一 1) 和 Q + 1⁄ 70) = 01 2) 将 圆 环 人 分 为 PC 个 扇形 ， 


2л \'- 2л N; | 
OE 


2л V x \ „& ++: 
1,.…0O 一 1). 再 以 点 уе), 2 为 心 , 以 


S zyl ARIER с lz — а|< 1241, mafo, бз (1+). 


( + >) 必定 整个 地 位 在 加 Суз. 继 用 С, 表示 Ci 的 同心 


A: |z — z; < |2,1. 根据 假设 ,Ci(i=0,1,.P-1j=0,1,...0 
一 1) 均 不 为 f(z) 的 一 个 指标 为 m 的 充满 加 .于 是 相应 于 每 个 C;, 都 
存在 三 个 复数 值 dip bi, Cip HAERE > e m, 以 及 有 


n{ Cp f= Ху} < m, X,; = а, bip Cig- 


以 下 , 我 们 借助 于 变换 5-- Во) = f(z, 
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+ є|2,,10), ЖАХ Ф(С) ERER 2.7, EAP = 0. 01, 则 可 以 判 
ERE Я ИН AX A 


п(с J = х) = (бех) 


< af атов 100 + Blog4 + cm + Dlog 


n(K,f= X)< Улп(а = X) 


<4P - Q ( Anlog 100+ Blog4+cm) +} `4Diog 
ij 


1 
1 - 

x 一 

? x; ) 
1 

1 
plx- м) 

ij 2 


=4P - Q { Anlog 100 + Blog4+cm} +4D log 


进一步 应 用 定理 2. 2, 则 满足 不 等 式 


(=) 


的 点 集合 ,能 被 包含 在 至 多 PQ 个 球面 圆 (y) 内 ,其 球面 半径 之 和 不 
超过 2eH (2eH <1). 于 是 ,对 于 每 个 不 属于 圆 (?) ЯХЯ 


< Н PQ 


1 
п(К,/= Хх) <АР`· o] Am1og 100 + Blog4 + Cm + plog 方 \ 


最 后 ， нр | аот 和 (2.71) 式 , 我 们 可 以 导 


出 (2. 70) 式 , 即 引 理 2.7 得 证 . 
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引 理 2.8 设 /(z) 是 开平 面 1z1< +оо 上 的 一 个 亚 纯 函数 ， 
SO) з оо, 以 及 存在 序列 mm:m<m+i 一 +oof(n 一 十 oo) 使 得 


Т(т„ f) 


п» + о (Погг„)? 


= +00, 


则 对 任意 取 定 的 值 , r>1 ms 0< <, 只 要 r 适当 大 , #E Bl 


Ж Кшт < |z | < 2r, 内 就 必定 存在 点 Zoo 018 1 Г: |22,1 < 引 z| 
是 f(z) 的 一 个 充满 圆 ,其 指标 


T(rntf) 
(108, )? 7 
其 中 C>0 是 一 个 适当 小 的 数字 常数 . 
i. 事实 上 , 如 果 假 设 引 理 2. 8 不成立, 则 对 充分 大 的 值 r,, 在 
IB] K, 内 不 存在 点 2„ 使 得 贺 Г, 是 f(z) 的 一 个 指标 为 mu 的 充满 圆 ， 
于 是 ,根据 引 理 2. 7, 对 每 一 个 复数 值 X 有 


1, (2. 72) 


m, 2 


2r, 


ол 1285 10л 


мк, x) < af 1E - + | 
Е Е Е 
bs ! +) 


. f ат, ов100 + Blog4 + Ст, + Dlog |. 


但 可 能 要 除去 一 些 值 X, 它们 能 被 包含 在 一 组 球面 加 (r) 内 , 其 球面 
半径 之 和 不 超过 2eH. RIURH- Bim, > 1, щжю(! 
(e+2) 
z e. 
+) 之 10° 进一步 判定 


"(К„/= X) < Alogr, 
€ 


т,, (2. 73) 
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其 中 4>0 是 “个 适当 大 的 数字 常数 . 
作 ЖО BAD: X, x= |< H Fi D: |X,f(0)| < H. 根据 条 


1 
作 :2eH + 4H <, 我 们 判定 在 圆 DiD。 M (r) 外 , 存在 三 个 
Si dm Bmc E 得 /(0), dm b, c, B| Ж Е >Н, 以 
1 
Ж |, |, [bn l, lco1 均 不 超过 元 ,因此 ,特别 地 (2. 73) 式 给 出 


ТАСА X = a, Б Cn 时 , 进 - 步 有 


n(2r,f= X)<n(r.f= Х)у+п(К„/=Х) 


1 1 
< (2ra S) + logt —————— + [ор 2 
ск] Ë 1700), Х| e2} 
AI 
p lg 
€ 


RH г ЕЧЕИ |/(0),Х| >н = L 所 以 只 要 适当 
8(е+2) 
大 ,我们 就 可 以 判定 
Alogr, 
n(2r,,f = X) < £ т, Х = аһ b,, С, (2. 74) 


其 中 4 > 0 是 一 个 适当 大 的 数字 常数 . 


J(z)—a, . Cn 一 让 
f(z)—b, с. — an 


F(z) 


n(2r,, F = 0) = n(2r,, f = a,), 
п(2ғ,, F = 1)= n(2r,. f = c,), 
n(2r, F = ос) = n lre f = c,). 


并 且 不 妨 假定 1F(0)1<L 否则 具 需 对 调 a b, 的 位 置 .另外 , 根 
FSO) <a,, bm с, АТАА F (0) #0, 1, ос. WERS) 在 原点 z=0 
邻 域内 的 展开 式 为 

/(@) =/(0)+с,2*+-—, Д0) # со, с, 0,521, 


MU F (z) 的 相应 展 式 为 


(cn 一 如) (a, —b,) 


PES О еа) орк) 2 + 


于 是 ,应 用 定理 2. 5, 我 们 有 


Т(т„ F) < afn (2 F) + x (2 1 ) + N (2r,,F) | 


|C,—b,| 1700) –Ь,|? 
40р |Е(0 21og+ -一 一 二 -一 
+ ӘБ | ( 1+ оё 2r,s|c,||c,—b,lla,—b,| 


+ 361og2 + 5220 


1 1 
+ 2log'—— + 12log— + 4log* |f(0)| 
lcs] H 


+ 48log 2 + 5220, (2.75) 
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另 一 方面 ,从 下 述 等 式 


1 1 c, a, 
fz)—b, b,—a, | a-b, 020 J: 


我 们 导出 


1 1 
— } < T(r, = | 
(5525 ) T(r, Р) + 4log- + 21062 
T(r,f—b.) < Т(т„ F) + 4log + 21082 + 081/00) —Ь,|, 


1 
T(r,,f) < T(r,, F) + 6log + log* 1/00) | + 41082. 


进一步 ,根据 (2. 75) 式 , 得 到 


1 1 
Fa, ) + N( 2r TE ) 


1 1 
21 18log— 
)}+ og IC] + ов 


Т(ғ,, f) < 21 N (>, 


1 
+ N [z ЖС, 
+ 5log* |f(0) | + 521og2 + 5220. 


EES X = а, bn c, 时 ,有 


N[ >, x ) <м(, Fx ) + n(2r, f = х)іов 27+ 


< T(r, f) + log 2 +п(2г„ f = X )log(2r,) + log2. 
于 是 
T(r,, f) S 2(n(2r,,f = an) + n(2r,, f = b,) 
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+ п(2г„„ f = c,) }log2r, + 6Т(т,/) + 21бв- 


+ 241087. + Slog* |f(0) | + 581082 + 5220. 
进一步 根据 (2. 74) 式 , 当 r, 适 当 大 时 ,我 们 判定 


T(r,, f) < 


А (1орг„)? 
ғ? " 


其 中 4>0 是 一 个 适当 大 的 数字 常数 .因此 ,只 要 在 (2. 72) 式 中 取 数 
字 常 数 c 适当 小 ,使 得 4 C<1, 我 们 就 能 导出 一 个 矛盾 ,从 而 引 
理 2.8 得 证 . 


2.4.2. Borel 方向 


Hf) 是 开平 面 1z1 < +оо 上 的 一 个 4(42z0) ЗЕР Ж, 如 
果 对 于 任意 小 的 数 =E> ОНИЕ ЖЯ ЖН X Юун 


= log'n{ (X0-e,9+er),f=X) _ 


lim 4, 
т + o logr 
但 可 能 至 多 除去 两 个 值 羡 例 外 , 则 称 A(0) 是 f(z) 的 一 条 4 级 Borel 


方向 . 
1928 年 G_Valiron 首先 证 明了 Borel 方向 的 存在 性 B?9. 


定理 2. 11 设 f(z) 是 开平 面 |z!< + оо 上 的 一 个 亚 纯 函数 ,其 
级 为 和 40 < 2 < + oo, 则 f(z) 至 少 具有 一 条 4 级 Borel 方 向 . 


证 ， 根据 Borel 方向 的 定义 , /(z) 和 一 有 完全 相同 


Же) 
的 Borel 5 向 , 因此 ,我 们 可 以 假定 /(0) ғо, 否则 ,只 需 考 
1 另外 ,根据 级 的 定义 , ДЕЛЕРЕ т < г, ооо (п 


f(z) 


RI: 


>+), 使 得 


lim log T(r,, Р) 


= 4 > 0. 
п> + о logr, 


Tr, Ü) 


П (logr,)* 


= +. 


现在 , 我 们 适当 选取 {r,} 的 一 个 子 序列 miez < mm < rns г 
>o (k— +). 具体 地 , r, 被 取 定 以 后 , 我 们 置 s = 


log rw 
1 
< ЖХ г, 足够 大 , 使 得 根据 引 理 2. 8， ЖАК, ，, :rm < |z| 
< Yagi 内 ， 存在 点 zwsi， E E Tappat lZ Zaga | < 2,12, | 


是 fz) 的 一 个 充满 加 ,其 指标 


m. =C 1 ТО J) >C- Tira, of) > 1. 
кт (logra)? (logr,.,,) (10р г, ,, )* 


ЖЕЕ = Е {On = агвг, |К = 1, 2...0 < On, < 2л}, ШЕ 
至 少 存在 一 个 聂 点 .0 和 gx< 2л. RITARA Ө, 0(k— +оо), 
否则 只 须 选 取 一 个 子 序列 .以 下 ,我 们 证 明 A(0) 就 是 f(z) 的 一 条 4 
级 Borel 方向 .事实 上 , MERR, MAERA.: > 0 和 相应 的 三 个 
判别 复数 a, b, с 使 得 
— log'n{Q(0—s,0+8r), f= X) 


lim 
r>+o Іов ғ 


5 77 方 面 ， 当天 充 分 大 时 A Гс A0- eb +в), 以 K 
¿"s < 1 тіп (1,61, 1а, cl, 15,1). 因此 ,a, bc 三 个 值 中 至 少 有 
一 个 值 ,例如 a 使 得 在 到 ,的 一 个 无 穷 子 序列 上 有 下 述 估计 


<А X =а,Ь,с,(2. 16) 
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T(r,, f) 
= > > =- —— k 
п( Tap / а) т С (Іов, )* 


m Іор ‘п { Q(0 — є, 0 + 65р), f= а} 


кж logr 


— log*n| 0(0— e, 0 + 62, (1+ „_,)),/=а} 
Faahi log 2ra (1 +, _,) 


— log'in(T;, f=a) 
> lim k 
k=+=< log2r, (1 + ё) 


— logT(r,, f) — 41081067, + log C 
> lim k * = 
к> + = Іов г, + log2(1 + En) 


但 是 这 与 (2. 76) ХАН, 从 而 定理 2. 11 得 证 . 

从 定理 2. 11 的 证 明 中 ,我 们 看 出 一 列 充满 圆 决定 了 一 条 Borel 
方向 .反之 , A. Rauch 证 明 一 条 Borel 方向 决定 一 列 充满 圆 259. 

定理 2.12 设 /(z) 是 开平 面 |z| < + oo 上 的 一 个 亚 纯 函数 , 其 
级 为 10< +o, 3 B A(0) 是 f(z) 的 一 条 4 级 Borel 方 向 , 则 
EAO) 上 存在 一 个 无 穷 点 列 z z, = |2, |е, |z,| < |2„,ү|—+оо(п 
— + oo) ЖАНИ /,:|2— z,| < s,|z, |, 0 < #,—0(n— + оо) 3 fiz) 
的 充满 贺 , 其 指标 m, W E Е SHT SS aE BJ А, Ос < 1, H п 
充分 大 就 有 mu |2,1. 

以 后 ,我 们 称 具有 上 述 性 质 的 一 列 充满 圆 为 4 级 充满 圆 序列 . 

ш. 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 A(9) = A(0). 以 下 ,我 们 只 需 证 明 


1 
对 任意 给 定 的 值 R,R>1 值 s0<s<5 和 {44,0<54' < 2, 


{Е А (0) 上 必定 存在 一 点 zo WHA Г. |z — 20| < |201 是 f(z) 的 
一 个 充满 圆 , 其 指标 m > |z 12. 事实 上 , 如 果 不 然 , 则 对 于 A(0,R， 
+ co) 上 的 任意 一 点 zo, ЙГ: |2 一 zo| < slzo| 均 不 是 f(z) 的 一 个 
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指标 为 m, т > | zo 1* 的 充满 圆 .由 此 ,我 们 将 导出 矛盾 . 

首先 构造 序列 m= (1 ++) (л = 1 2 …). FARNIR, 
存在 正 整 数 m, Enn 时 有 r, > R. 如 果 我 们 以 z,z, = 
СОСТУ Eanna E e E Melz- 


< 了 lz |, 则 ní - 2 4 4 + ire ra Est em e, 内 . 再 作 同 
О с: |2 — 2„] < е, |2,|, 则 6 不 是 f(z) 的 一 个 指标 为 m 的 充满 贺 . 


因此 ， 存 在 三 个 判别 复数 a,, bn с, 其 相互 球 距 2 d, d = e -mm 并 
且 有 


п(с, Jf= X) < jz,1*, X = am b,, С. 


以 下 ,我 们 借助 于 变换 = FN 


xT Ф(&) Ж 2. 7, Et Jt F 89 h = 0. 01, 则 可 以 判定 对 每 个 复数 
ë X, 有 
nle f= X) < аја, 10g 100 + Blog4 


1 


+С + ров" 1—5. 
| Ë (т) 
1 
(2) 


п(с„ f= X) <4(А |2, [10р 100 + Blog4 


REN р, .| X < e х, 当 针 位 在 圆 D, 外 时 ,进一步 有 


+ Ciz + D |2, < Aiz, (2. 77) 
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其 中 4 > 0 是 与 无关 的 数字 常数 ， 
置 


m = Ú p, 


则 贺 (7]。 的 球面 半径 之 和 
_ ° 1 © 1 
H. = у ° р <> LI < > =; 
1 1 


FR REI 充分 大 ,m > no, ВН, < 一 ,我 们 就 能 在 


А (у), 外 找到 三 个 判别 复数 值 a,b,e, 从 而 根据 (2.77) ж, 
当 n > nl 时 ,有 


n(c,, f = X) < Alz,|*, X = a, b, c. 


对 于 任意 取 定 的 值 r,r 2 r, 存在 正 整 数 N,N 2 n, 使 得 rn < r 
二 7N+1， TĒ, 4X = a, b,c 时 ,有 


Че) а) 


N E Е. 
+2 п (с, /= ха - T 3). =x} 
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E ё ， 
< — — 73; ‚= ~, 
а 4 4 r) f хна 


其 中 4>0 是 与 "无 关 的 常数 .由 此 , 34 x = а, b,c 时 ,我 们 判定 


_ оваа 647) 
lim < Z < 4. 


r+ logr 


但 是 这 与 A(0) 是 f(z) 的 一 条 4 级 Borel 方 向 的 假设 相 了 矛盾 ,从 而 定 
理 2. 12 得 证 . 
我 们 以 后 还 需要 下 述 结果 BS 


定理 2.13 设 /(z) 在 Q(9 一 se,0+E) (° <E <) 上 亚 纯 ， 
并 且 存 在 三 个 判别 复数 a, b,c 使 得 


一 -一 十 一 - . = 
im log н { 0(0—6,0+ уг), f= X ) <i 
г + logr 


0 < 4 < + >, 
X = a, b, c, (2. 78) 
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则 对 于 每 -个 复数 值 X 均 有 


їов*л4 О[0—-—,0+-—уг |/=Х 
— 2л 2n 
< 


lim 
ге + ох logr 


但 可 能 要 除去 一 些 值 XX, 它们 在 Riemann 球 上 的 线性 测度 为 零 . 
证 .不 失 一 般 性 , 可 以 假设 86= 0. 我 们 构造 序列 1, = 


s \" £ NY" £ 
(+з) (п =1,2,-..). 然后 上 (1+) (+ 去) 


Ao MEn] 为 半 £ 作 С, |2 2,1 < 2-12,], Ж 
й(--уг зу =} зеле, RHE FI Ò 1ШС; |: 


2012,1, ЖШС; 必定 整个 地 位 在 Q( свт, оз) 内 .要 
据 (2. 78) 式 ,对 任意 取 定 的 数 y(1 > 0), 存在 值 Ro, 使 得 当 r > Ro 
时 ,有 
nf A- в, sr), = X) <г**",Х = а,Ь, c. 
.于 是 存在 正 整数 no, 使 得 当 n > no 时 有 r, > Ro 因此 ,我 们 有 
n(CLf=X)<n{Q(- E, Ernis) J =X} < rits, X - a, b, с. 


а,Ь, c 间 的 相互 球 虐 > a(o <d< z} 以 下 ,我 们 借助 于 变换 / 


= 二 一 южо) =/ (a ты) 然后 对 p(t) 应 用 定 
本 12,1 

FB 2.7, “Жр h = 0. 01, W nf Жж 1 E Sr IË X, 33 n > n, 

时 ,有 
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"(C = X) < 4] аг Пов100 + Blog4+ Сор 
1 

y x (| 上 

3 п 2 


x, (5) <е-'*1, тїз X 位 在 圆 D, 外 时 , 进 一 


+ Dlog* 


fE: Pk BI Dp: 


n(C,,f= X) < 4{ Аг2+5 108 100 + Blog4 


1 
+Clog- + Drats} < А945, (2. 79) 


其 中 4 > 0 是 与 4 无 关 的 常数 . 
置 


А а дат 20 1 1 20 1 

H, = Хе" < У, At = ДЯ > РАЎ 
п= пу п = пу п+5 w í +5 nn nn 

К = \**" 

(=) 
2л 1 
NA (2. 80) 
I+— _1 nit+5 
2л 


对 任意 取 定 的 值 r(r >ra) 存在 正 整 数 N(> n), 使 得 rw < r 
< rm+r 于 是 当 Xe(y)。 时 ,根据 (2.79) RA 
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注意 到 
М п н со 1 
У rts erits È r 
п=п| й = 
£ \+" 
(1+2) g \50+% I 
<s——— t 
1 + 一 一 一 1 
(1+) 
则 得 


9-е) 7а) 
< с ， = Х + Art" 
"а -去 大 = ro’ 


其 中 4 > 0 是 与 > 无 关 的 常数 .因此 ,我 们 判定 


log+ п Q| -E E. = X 
| 2x x=], i } 
和 ¿+ "n. 


lim — 
к + oo logr 


frn—0, 则 对 于 不 属于 圆 (7 )。， 的 每 个 复数 值 X 均 有 
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E Е 
log* "| oÍ 一 一 一 ， эк”) х} 
lim 2n 2 < (2.81) 


рә + O logr 


上 述 讨论 说 明 不 满足 (2 81) 式 的 复数 值 X 必定 属于 集合 () O), 

另 一 方面 ,明显 地 有 ll 
(y), 2 (7), +1207), +22 5, 

而 且 根据 (2. 80) 3È, п, 充分 大 时 , (у), 的 球面 线性 测度 可 以 充 

分 小 ,于 是 0 {7), 在 Riemann 球 上 是 一 个 零 线性 测度 集合 , 从 而 定 


理 2. 13 得 证 . 

定理 2.14 设 1(4>0) 级 亚 纯 函数 /f(z) 在 人 (一 9,06)(0<0 
<T) 上 无 4 级 Borel 方向, 则 对 任意 取 定 的 数 e(0 <s < 0), 必定 存 
在 三 个 判别 复数 a, b, с 使 得 


im log*n{ A-0 + 2,0 — єт), = Х } 


<A <å, X = а, Б, с. 
ғ + о logr 


证 .根据 假设 ,在 A 一 0,0) 上 无 f(z) 的 4 级 Borel 方向. 因此， 
对 任意 值 w — 0 +í < g < 0 — ғ, Alo) Ж f(z) 的 一 条 4 级 Borel 
方向 , 即 存在 某 个 数 5(0 < ó < е) 和 相应 的 三 个 判别 复数 w, B, у 使 
得 


但 可 能 要 除去 一 些 值 X, 它们 在 Riemann 球 上 的 线性 测度 为 零 . 
ó ó 

集 ЗЕСЕСЕЗ вег-0+60-01| 构 成 
О(— 9 + ,8—) BJ — 1 T с, 根据 有 限 覆 盖 定 理 , 我们 可 以 选取 
一 个 有 限 履 盖 . 因 为 每 个 覆盖 的 例外 值 关 集合 在 Riemann 球 上 均 为 
零 线 性 测度 .所 以 有 限 覆 盖 的 全 体例 外 值 X 的 集合 在 Riemann 球 上 
为 零 线性 测度 .于 是 存在 三 个 判别 复数 a, b,c 使 得 

= logtn{ XA—0+8,0— er),f=X)} 


lim 
r> +00 log r 


<A, X = a, b, с, 


即 定 理 2. 14 得 证 . 


2. 4. 3. Julia 方 向 


(с) 是 开平 面 |z| < + oo 上 的 一 个 超越 亚 纯 函数 , 如 果 对 任 
意 小 的 数 e > 0, f(z) 在 人 (6 — s, 0 + £) 内 取 每 个 复数 值 六 无 穷 多 
次 ,至 多 可 能 有 两 个 值 X 例 外 , 则 称 A(9) 是 /(z) 的 一 条 Julia 方向 . 

1919 + G. Julia WEM T Julia J AREE, 从 而 开创 了 幅 角 
分 布 论 的 研究 . 

ЖЕНЕ 2.15 1209043 设 f(z) 是 开平 面 1z| < + co 上 的 一 个 超越 

Зри, 并 且 满 足下 述 条 件 之 一 : 


= ITr,f) 
(0 Im (logr)2 
(2) f(z) 具有 一 个 渐 近 值 w， 
(3) 对 某 个 复数 值 x 有 lim m(r,<)= + оо, 


一 + 00, 


则 f(z) 至 少 具 有 一 条 Julia 方向 ， 
ШР. 34/(z) 满足 条 件 (1) PÇ, WAER l < r, < r,, , — 
+ oo (n— + оо), 使 得 


. 131: 


T(r,, f) 


- = + co. 
п. + ао (logr,)2 


现在 , 我 们 适当 选取 {7,} 的 一 个 子 序列 mn:1<m < rm 一 
1 . 
+ oo (К + со). 具体 地 ， 当 r, 被 取 定 以 后 ,我 们 置 = а < 1 和 


Rrap, 足够 大 ,使 得 根据 引 理 2.8, ER K, :rw < 1z|< 25, 
内 存在 点 Zn, 使 得 贺 


Dpp, lZ z a |< Га, 1 是 /(z) 的 一 个 充满 圆 ,其 指标 


УЫ 
r. 


» Л 


>k+ 
"+: Ств (ову, 7 “+ 


W 0 是 集合 无 = Е{Ө, = агв2, |К = 1, 2, <; 0 < 0, < 2л} № 
TRA. 我们 证 明 A(9) 就 是 /(z) 的 一 条 Julia 方 向 ,事实 上 , 如 
果 不 然 , 则 存在 某 个 值 s > 0 和 相应 的 三 个 判别 复数 a, b,c 使 得 
ТЕ QAO —є,0 +) 0, f(z) 取 a,b,c 三 个 值 至 多 有 限 次 . 因此 ,存在 
值 Ro 使 得 f(z) 在 220 一 s,0+ sRo，+ oo) Жа, b,c 三 个 值 . 另 
一 方面 , 当 上 充分 大 时 , FER LL S AXO – s, 9 + eRo, + co), 并 且 


Же" < min{ la, b|, [а, с|, 1b,c|}. 因此 ,a, b,c Z^ {f th, 
至 少 有 一 个 值 , 例如 а, 使 得 在 r, 上 上 有 


n( Tay f = a) >т >k, 


从 而 得 到 矛盾 . 于 是 当 f(z) 满 足 条 件 (1) 时 ,定理 2.15 成 立 . 

现在 , 我们 证 明 当 f(z) 满足 条 件 (2) 或 (3) 时 , f(z) 至少 有 一 
条 Julia 方向 ,不 失 一 般 性 , 可 以 假设 a = со. 以 下 ,我 们 用 反 证 法 论 
之 : 

设 f(z) 不 具有 Julia 方向, 则 对 于 每 个 方向 A(0) (0 < 0 < 2x) 
都 必定 存在 一 个 角 区 域 Q8- є, 0 + =) (£ > 0) 和 相应 的 三 个 判别 
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Aa, b, c, 使 得 Ус) Е AO — e, 0 + 8) 内 取 a,b,c 三 个 值 均 至 多 有 
限 次 калы Са +=) вео 21] 构成 开平 
面 |z|< Wu ushi mkuu 
24 Josha 2,.… N) ABE REMEN a, b, c, 


明显 地 ,存在 值 Re > 1, 使 得 7(z) 在 Of 一生， 9 +15 


Ro, + е) <і< NN) 内 不 取 值 a b, “另外 存在 数 4(0< d< + ): 


使 得 as b, GO < í < N) B] 8938 H. PRW: > d. 


由 于 /(z) 是 一 个 超越 亚 纯 函 数 , ТЕТЕ E КАЈ а: 12,1 
< [2,0119 + оо (п + ©), 使 得 | /(2„)|< 1(л = 1,2,…). 
置 60 = min Í 2 нне г. |z 2,1 < 2012,1, ЙГ 必定 整个 


地 位 在 某 个 角 区 域 AO — e, 0, + 51) 内 . 于 是 存在 正 整数 m, 使 得 
“n > по ЖК, < |з„|. Ek f(z) E L. E Á H a, b, ci 三 个 值 . 


Wei = T ME E) = f(z, + 2012,1), Ml a (2) Е |С] 
Оен 


<1 W а, Бс 三 个 值 , Ж Н |ф(0)|=|/(„)|<1. 应 用 定 
92.10, R Д Ф йп=04=4м=1,ғ= 2, Wolt) ТЕ [С 


1 
<> M 
1 2 
log|e@(¿)l < af Blog 十 piog }(1 十 os J. 


至 多 除去 一 些 圆 (?)m 其 半径 之 和 不 超过 2e6.， + k f(z) 在 
图 Ta lz- |< olz 8 
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2 
ое | /(2)|]< al 十 юв). 


EERE АТ (Р), 其 半径 之 和 不 超过 2eso [2,1Н, 其 中 4o 是 与 n 
无 关 的 常数 . 
作 А 序 列 Г: еә < oolall) = 1, 2, =, К; К 
- |+ ) 然后 依次 应 用 定理 2.10, 则 类 似 地 可 以 证 明 f(z) E 
D 


e 1 
їй r nj ;|2 2,09 o| S-F s| 12, 


> j+1 
юв а) , 


至 多 除去 一 些 圆 (7W, 其 半径 之 和 不 超过 2е6012,|Н, 其 中 4) 是 与 n 
无 关 的 常数 . E 
K 
(7) = Оов, 


则 (7) 的 半径 之 和 不 超过 2eso1z,|IKH， 取 H= 一 一 一 БА zH , 则 在 圆 


ziali- . Ж )< еы ++ . =) 内 存在 圆 
Ж Гу 1z|= R, Ern 不 与 (Y) 相 交 , 并 有 旦 看 被 集合 { 也/ 


= 0, 1,..-, K — 11 所 覆盖 . 于 是 当 zs 五 时 ,有 


K 
юв ла (i+) ‚ А = тах {А,}, 


O<j<sK-1 


其 中 4 是 与 a 无 关 的 常数 . 因此 ,我 们 -方面 可 以 判定 


lim m(r, zj)s lim m(R,, oo) < + со, 


тэ + со 


另 一 方面 可 以 判定 扎 z) 不 能 以 oo 作为 渐 近 值 ， 但 是 这 分 别 与 条 
件 (2) 和 (3) 相 矛盾 ,从 而 定理 2.15 完全 得 证 . 

Ж. 设 f(z) 是 一 个 超越 整 蒋 数 或 者 是 一 个 具有 亏 值 的 超越 亚 
Ера, Д] f(z) 至 少 有 一 条 Julia 方 向 . 

A，、Ostrowskif339 曾 经 给 出 例子 ,用 以 说 明 存 在 不 具有 Julia 方 
向 的 亚 纯 函数 /(z), 其 增长 性 为 T(r, /)= O((logry2) (r> 
+ оо). 

最 后 ,相应 于 定理 2. 14, 我 们 有 

定理 2.16 3 E М Ж / >) {4Е0(—09,0)(0<б<лхт) E 
无 Julia 方向 , 则 对 任意 取 定 的 数 s0 < z < 90, 必定 存在 三 个 判别 复 
Жа, b, c 使 得 


一 一 log*ní Q( — 0+€.0— er), f= X) 


т log =0, X =a,b,c. 
$2.5. 关 于 整 函数 的 增长 性 和 
Julia 方 向 的 分 布 
2.5.1. 某 些 引 理 
变换 


2 — R, 20 i 
2 0 <0<л,1<К < +оо (2. 82) 


228 + К, 8 


将 Q( — 0, 0) 39 С зт ЕА |2] <1, 点 z = КС = 0. 

5192.9 在 (2.82) 式 变换 下 , 0(-0+60—6; К,, R) (0 
<ae<0O1lgR<R<+o%) 在 :平面 上 的 像 域 必 定位 在 加 |lj<p 
Ву, П. 
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x 


6 
=1-Ê R I. 
P 20 


Шр < r(r <1) 在 z 平 面 上 的 原 像 域 必 定位 在 域 02( 0,0; Ra) 
内 ,而 


ЗЕН || т, 


20 1 ғ Ел 20 2 Эё +1 
к. = ( ) «тв (2) . 


л 2 x 1—г 


if. #г=геєЙП(—@+,0—; RiR), 则 有 


л яф x 
т 26ef 36 — К, 26 
—w— —к— 
г5веі5э + R20 


上 | = 


> — пф 
4r 20 К, 26 cos 
Е, 26 


я R к 
ro +R, + 2728 R 35cos- 


注意 到 


пф =. 
20 


x ж. x o s 
ré + Кә + 2726 К, 26 cos 


о * пф 4 _z 
4т 26 К, 20 cos 


则 得 
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г< -5r EJ <1- R 20 = p, 


另 一 方面 , (2. 82) 式 的 逆 变 换 为 


Еа 1 时 ,有 


2 ЕІ 
Isa (+>) . 


最 后 根据 表示 式 


ici < ret, RITE 


20R 1 ‚ү 206 2 Т 
| =y <|z(O |< "Í ) `. 
x 2 т 1— г 
于 是 引 理 2. 9 完全 得 证 . 


引 理 2.10 车 用 wu(z;01,02;R) 28 NO, OSR) f XI T 5 z 和 
bë 2(0.,0;:R ) 的 调和 测度 , 则 当 0 < 0, — 0, < 27 时 ,我 们 有 


ш. FEM 
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则 A0, 0 R) 变 为 5 平面 上 的 半 иа( -5 =") 以 


л 


K T0, 0R) ÆA А r[ 一 > 55 路 于 是 


л л 
и(2;0,,0,, К) = «(5 5> i) 


共 中 是 点 5 关于 直径 (5E= 0)[Y(— 1 < n< 11) 的 张 角 的 补 角 ,因此 


wz0 03, R)< 2 jarctg 上 Tarctg Š 

л | 1+9 l-n 
<2] č , č 42 

n} 1+n 1 — 1 T(1 一 #2) 
< 4e 

л(1— |41?) 

(1 62761 

一 — 2" 


于 是 引 理 2.10 得 证 . 
引 理 2. 111439 BEKES RRA =r (0<0 <7), 并且 
| 在 2 一 0 人 0) 上 无 fz) 的 Julia 方 向 . 
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任意 取 定 -个 数 z 使 得 0 < es < 0. 59 = < 2 则 有 


一 一 aa 0— =R), f} л 
lim 一 < А 
Ro +L“ log R 20 — є 


(2. 83) 


证 . 根据 假设 ,在 Q2{ 一 上 0) 上 无 f(z) 的 Julia 方 癌 . 于 是 ,根据 
定理 2. 16， 对 任意 数 > 0, 存在 两 个 判别 有 穷 值 a, 5 使 得 


og'ada -0+5 0- уж), f= x} 
lim -=0, X = a, b. 


a | log К 
(2. 84) 
作 变 换 
228-= 一 1 
E = —r c, 
229-: +1 


ma -0+5 о-у ) 变 为 5 平面 上 的 单位 图 ll< |, 另 一 方 


面 , 逆 变 换 为 


о (5) 
根据 引 理 2.9( 营 其 中 的 R= 1), 我 们 判定 圆 改 | < r( < 1 在 :平面 


上 的 像 域 必定 含 于 域 q 一 0 十 > 8 一 +R) 内 ,而 
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置 p(O = zt)) 则 根据 (2.84) 式 , 对 任意 小 的 数 > 0, 只 要 > 
充分 接近 于 1, 就 有 


мету (0+5. 0 ZR ) s= х}<к' 


20-8 1 т" 
= 2 (2) , X = а, Б, 
-r 


im logt n(r,ọ =X) 20 — e | 


< 
rei > 1 п 


X = а, Б. 


一 步 根 据 定理 1. 8, 我 们 判定 9(5) 的 级 不 超过 < 二 2 n. 但 是 ,由 


于 #1 可 以 任意 小 ,所 以 g (6) 的 级 是 零 .因此 , 当 r 充分 接近 于 1 时 ,对 
任意 小 的 数 n > 0, 我 们 有 


1 1 
nro) . 
1—r 


进一步 根据 1. 21 式 ,可 得 估计 


4 | 1+7 
log' М (r, ф) < I т е) 20) ; 
一 了 


另 一 方面 , 应 用 引 理 2. 9, 我 们 得 到 
logt МІ A — 0 + s, 0 —s;R), у! 


和 log M(p, @)+ log" M (1, f) + log2, 


к 


E 
一 


2 一 052 


注意 到 当 灵 一 + oo 时 ,p 一 1 于 是 根据 (2. 85) 式 ,我 们 判定 


-一 1ор'1ор*М{П(—Ө+,6—;К), f} л 
lim — < 1 . 
R 一 十 2 log R 20 — є (+n) 


由 于 # 可 以 取得 任意 小 ,所 以 (2. 83) 式 成 立 , 即 引 理 2. 11 得 证 . 

如 果 假设 f(z) 在 20,0) EFES) 88 A э) Borel 
方向 , 则 代替 (2. 84) 式 ,根据 定理 2. 14 我 们 有 

log*n{ 00—050 3:8), 1-х} 
lim < <А 


lim 
具 一 二 о log R 


X = а,Ь. 
进一步 得 到 
— + = 
log n(r,@ = X) < 20 


lim < — Š (2 +n), X = a,b. 
к1 п 
log 


1 ғ 


жй im: 


X > 1 于 是 根据 定理 1.8, 我 们 判定 9p() 的 级 不 


л 


超过 


二 2 一 1 于 是 代替 (2.85) 式 有 
268—5 
1 ) ` 


26—E 
log+ M(r, 9) < 2?* м 1 
— Ғғ 


进一步 得 到 
-一 Іор ор? M[ 0—0 + ғ,0 — Е;К), f) , л 
АИ logR _ <A +592." 


由 于 可 以 取得 任意 小 ,所 以 我 们 判定 
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im Іов ов M {4 -0 +, 0 – ER), f} < 
К+ log К 

于 是 ,我 们 证 明了 如 下 结果 ， 
引 理 2. 12 设 整 函数 /lz) 的 级 > 5 (0 < 0< n), 并 且 


在 0Q( 一 909,90) 上 元 f(z) 的 4 级 Borel 方 向 .任意 取 定 一 个 数 g, 使 得 一 


п 


I 
0 <£ <0, EP < i, WA 
___ + + _ — p 
过 log log М! 0 + є, 0 aR), f) < 2. 
К + log К 


2.5.2. Julia 方向 的 分 布 


设 超越 整 函 数 F(z) 的 全 体 Julia 方向 和 单位 圆周 Г(0, 2731) 的 
交集 为 E. 根据 定理 2. 15 的 系 和 Julia 方 向 的 定义 ,E 是 一 个 非 空 逆 
集 .因此 余 集 N= ( T(0, 27;1) 一 EE} 是 一 个 开 集 . 开 集 0 的 每 个 连通 
分 支 都 是 一 个 开 弧 段 .简称 最 大 开 强 段 .人 02 是 由 至 多 可 数 个 最 大 开 弧 
段 wi(i=1,2,…, pO < p< + о). 0= o. E 


w = min { mes œ; }. 
i 


如 果 QQ 是 空 集 , 则 肥 w = 0. 
E 的 每 个 连通 分 支 是 闭 弧 段 ( 可 退化 为 一 点 ), 简称 最 大 闭 弧 
Pr. E 是 由 至 多 可 数 个 最 大 闭 纪 段 10=1,2,…,p) 所 组 成 :E 


= 1. Ж 
7 
І = тах [mes1;). 
j 
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定理 2. 17 当 整 函数 /(z) 的 级 2 > 一 时 , 则 有 


А п 
[> min| 一 一， 路 
. # 


其 中 上 是 f(z) 的 下 级 . 
HE. `= + 0% 时 ,定理 2.17 显 然 成 立 . 因此 ,我 们 只 须 考 


虑 4< + 必 时 的 情况 . 根据 假设 2> -一 ,所 以 2 不 能 是 空 集 ,而 


H Q 1 R. 8 A B £ 4 Be XK JF 3k Bto (i= 1,2, P, 1 < P < 
+ ©). ИШЕШАЖЋР ТЕ КИВИ = 1, 2 --, Р). 我 们 
Е Г(0, 2л; 1) Е ROP 4 ще, е'22, ..., сїр, 0 < 0, < 0, < 0; 
< 0, < 0, <- < 0,6 < 0,6 < baptis Өзьъ = # + 21, 使 
1 (0 O+ 1)(КЁ=1,2,-,Р) ЖЕ М £ жю K Bi Ж 
段 , T(0, 1,06 1) (к= 1, 2, --., Р) 02 的 全 体 最 大 开 弧 段 . 

以 下 ,我们 区 分 两 种 情况 进行 证 明 : 


(и> Z. 
со 
我 们 用 反 证 法 . 假设 定理 2 17 不 成 立 则 应 有 1 < 一 < o. 我 
” 们 任意 取 定 一 个 数 s, 使 得 
є) mx л 
0 ——,‚-— 
<є< 5° o SHl +<- 


Кт ВАЕ — 3 л, 使 得 


0 < n< min ! 7 
3 U ю— 28 Р 
ЛЕЗ —— |1 
(e= jEr [veme ] , 
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(三 з + Veo || ую to 
-J 


根据 引 理 2.11. 存在 一 个 值 ro, 使 得 


(2. 86) 


к 
_ Ma) 
ту ®(1+8т!), roi Ск “之 2， 


RHF 之 ro 时 , 有 


x 


log M { 0(0,,-, + E, Ox — 8; r), «гое +, k = 1,2, +, P. 
' (2. 87) 


另 一 方面 , 根据 下 级 的 定义 ,存在 一 无 穷 序列 r,(n = 1, 2, …), 使 得 


-logM(r, f < "п = 1,2,..., (2. 88) 
以 及 
uo- 25) 
Fati z r, ‚к„ 2 r, n = 1, 2, `... (2. 89) 


现在 ， 对 于 每 个 值 п, 我 们 确定 一 :个 正 整 数 m， 使 得 


1 1 
Јов + ЕЗ7 ц(о – 2) | > (2. 90) 
logr, x ° ' 
logr, sy: |T 2) | T 
m. 1 一 2 I 
|| " > |е ‚ (2.91) 
ogr, л 


根据 (2. 89) 902. 90) R, Ет, > 3. 再 根据 (2.91) 式 判定 m, < 
+ оо. Ж 
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则 有 


(1 二 ww (2. 92) 


„һы = 


根据 (2.91) 式 ,我 们 有 


{ees ио 20) fo- 2) 15 
logr, 7 z >| л | ` 


于 是 


a 
n> {ез} -1>0, (2. 93) 


нест 1. (2.94) 


л 


应 用 引 理 2. 10, 根据 (2. 87) 和 (2. 88) 式 ,我 们 有 
ogM { Tou 一 А Baki + s; М! yma"! ), n 


< 
— s + 
S Tarı w- 2e " 


| © +"! ГЕЗ 
41 一 一 一 一 ° 
+ ( r,+1 ) 


p (ey 
x — — 
Fati | 


` rtt. k = 1, 2, өр. 
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根据 (2. 92) 式 ,得 到 
ogM{ 7 on — є, O24+1 + s; rk =) /} 


-1 л 
< r+ v) ан тз +" 
п 


-1 TY, 
+ š 1 nv на)" {а + +m- TT }, 
me 1 _— —— n. 
rl) 


к= 1, 2, Ур. 


注意 到 


一 2ту, 
rtm Tf > гугу (Ve 020-1) > 2, 
则 有 
m. 1 
log MT T(0,, 一 2 Өү + & ro t vn) O, Л} 


-1 x 
єз" A +y 2. tm 


8 m, 1 RV 
pÈ pat (аин Tr}, 
T 


根据 (2. 86) 和 (2. 94) X, 


Gt (B+) s/n (e = 29 x) t") 


= /un(o — 28) ' + eT! (w — 2) -n <u 3. 


另外 ,根据 (2. 86), (2. 93) #102. 94) 
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nv 
1 — n 
(1 +v) (u +n) TL 2 


n 
И + Í +v) [= н)», 
cpt ao) и 
I 十 2 
x [уш To) pm 


因此 ,我 们 有 


тр 1 
log M [ T(0,, — £, Orka + 8; rtt tn) ), Л} 


8 ту 1 
<( +— )ritw " -3m 
х K 


k= 1,2, ..., p. 
注意 到 
( нт < ( + т)" <1, 
n л 
则 得 到 


logM(T(0,, — 2,0,4, +6 т!” )， f) 


m. 1 
< tv)" 2 k = 1,2, =, p. (2.95) 
' 


另 一 方面 ,根据 (2. 86 ) < 


п 
—— + n < р — 23. 
w 一 28 
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于 是 ,由 (2. 87) 式 给 出 
log М{ THO 1 + ба — s rt tw"), f) 
<rt" a-a, k = 1,2, -.-, p. 
结合 (2. 95) 式 , 求 得 
log M(r rw, py < rgt aan, 
以 下 ,我 们 重复 上 述 讨论 m, 一 1 次 ,就 可 依次 得 到 


atyp”? (rv) (a 2) 
log М(т„ *" , J) < ri n n-m, 


log M (rp, f) < rp 2". 
但 是 这 与 (2. 88) AHATA. 

(Jr < =. 

假设 定理 2.17 不 成 立 , 则 应 有 1 < 中 <— 我 们 任意 取 定 一 个 
е, 使 得 


О<к<-©—, I + 25 < о — 2, т < 1. 


2 w 一 28 


然后 再 取 定 一 个 有 穷 值 K, 一 一 7 < K < 1. 根据 级 的 定义 ,存在 一 
无 穷 序列 m(n = 1, 2, …), 使 得 

log M (r, f) > 1. (2. 96) 
ЖИДЕ беп, 使 得 
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1 
О<т<(1+Р)— 1, (2. 97) 


P = тіпі 1, {3+ 7 я 7 
= типу» w — 2e 了 二 2e ө — 2 Р 
дъ (к т (2.98) 
о) — 2e о — 26 ` ` 


根据 引 理 2. 11, 存在 一 个 值 ro, 使 得 


L 16 z 
r 22, rp t®T-ih > — гута #РУ#-1] > 2, (2. 99) 
л 


ИЖЖАг> ro 时 有 


log M { Q (0,,-, + е, 0,, — єт), f; 


Sro Et k=1,2,..,P. (2. 100) 
另 一 方面 ,根据 下 级 的 定义 ,存在 一 无 穷 序列 1,(n = 1, 2, …), 使 得 
log M (tm f) < tt", (2. 101) 
以 及 
t Pr P, (2. 102) 


根据 (2.96) 和 (2. 102) R, 必定 存在 一 个 正 整 数 no, 使 得 
*'4 n > no 时 有 


t, 2 r, 2 го. 


.现在 ,对 应 于 每 个 数 n(n > по), 我 们 确定 一 个 正 整数 mm, 使 得 


1 
| logt, ү” <1+Р, (2. 103) 
log r, 
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1 
logt, | rani 
| ee | >1+Р. 
logr, 


根据 (2. 102) 和 (2. 103) 式 ,判定 


Ат, < + oo. E 
|22 ү 
Va = - — |, 
logr, 


t = Al + ynn, 


则 有 


根据 (2. 104) 式 ,我 们 有 


log ғ, 


1 
logt m. Mnt Af 
(| >(1+P) w >(1+P)7. 


> (1+ Р) 1, 
Ур 方面 ,根据 (2 103) 26, 我们 有 


v, < Р. 


注意 到 A < 一 ,于 是 4 < 一 一 元 . 


Іов М (tp J) < 1,9-2 tn, 


"4 n > no 时 ,更 有 
log M (rt! tm 
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一 了 А 1+ т 
, J) < 207" 


"+ 人 


x 
o- 26 


根据 (2. 101) <, WA 


+n). 


(2. 104) 


m, > 2. 另外 , 根据 (2. 104) 式 , 判 


(2. 105) 


(2. 106) 


(2. 107) 


应 用 引 理 2. 10, 根据 (2. 100) 和 (2. 107) 式 ,我 们 得 到 


一 2 


log M [T(0,, — е, бу, + ву блю ), f) 


| 
< r tyn) (1+v) o- 2e tn 


ma 2 т 
:( rit Ту") ) 
trv! 
r, 


тни 1 т 
(Í +ул) 1+ — + 
2 Уп ( vn) Í 机 二 2 n) ; 


+ — 一 一 
р" + 
fi ( ! ) | 
л _ 
ЕИ 
к= 1,2, .…, Р 
注意 到 
CH Ía+mi- 41 
r. 1+ 32& > r Te > 2, 
则 得 


logM { T(0,, — є, Ü, + + ert tw”), f) 
"rm [25 tn) 


LA vn” 
< гі. Уһ) 


6 FL "т ACETI (< Te +n) 一 TFE }, 


k = 1,2, =, P. (2. 108) 
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л л 
-+ 二 +л)-@+ә(<—®; + 


каж (2 


лу, 
ЕЕЕ К 


ка ( = 


= 7 тп +2n+ v 
‚м x I+ 3 T о — 26 тул 


л 
十 (1 к(а т) за 


根据 (2.97) 和 (2. 105) RẸ 
, т ли, 
0+ (и) I + 25 
< лп л т у 
S Ya w — 2 Ii * w — 2e n Jy 


наж ( 2 +n) sa 


由 于 (2. 98) 和 (2. 106) 式 以 及 n < 1, 求 得 
x NVa 
(1 + s + -了 T 


т 
«о (5 + )- "H. 
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FE, (2. 108 ) 式 给 出 


тһ – 2 
log М{ Т(0,, — £ Oaai HES A} 


-2 r 
< ri tv" + (a +n) 
п 


p LE pat A+ (+n) - (L+ va)” onn 
л " 9 
k = 1, 2, 5, р 
根据 (2. 99) 和 (2. 105) 9 
16 -md + < 16 снаа 1 < 1. 
л " 元 


于 是 


тһ 一 2 
log M í T(0,, — £, Ozki + ву! tm ), f) 


т. — 2 л 
< rl tv) Otv (x +1), 
k= 1, 2, Өр. 


再 结合 (2. 100) 式 ,我 们 得 到 

jog M (ати "уус 2r н" a t Catat), 
以 下 ,我 们 重复 上 述 讨论 mm — 2 次 ,就 可 以 依次 得 到 
mm 一 3 Mn 


log M (rE Ew? p) < гр ө" газо (Сезе), 


log M (rp f) < zr tw aata), (2. 109) 
根据 (2. 97), (2. 105) 和 (2. 106) RA n < v, < P. 于 是 
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Kx х 


л xP 
= P + Р?. 
ou + а 225 + 


再 由 (2. 98 ) 式 有 


л . 
< K 一 2P. 
TERNI 一 元 +n) 


注意 到 7 < Р, 则 得 
п (е) ке 
w — 2e 


因此 , (2. 109 ) 式 给 出 
log М (re f) < 2r f 2". 
再 根据 (2. 99 ) 式 有 
2" < 2rç" < 1. 
最 后 得 到 
log M (rm f) < 07", 


但 是 这 与 (2. 96 ) 式 相 矛 盾 ,从 而 定理 2. 17 得 证 . 
定理 2. 17 有 王 述 推论 ， 
£ 1. 设 整 函数 f(z) 的 下 级 hk < + co, 具有 有 穷 条 Julia 方向 ， 
则 了 f(z) 的 级 14< + со. 
事实 上 , 当 f(z) 只 具有 有 穷 条 Julia 方向 时 , 必 有 w>0 和 1 


= 0. 另外 ,根据 A < + o H- > 0. 于 是 1< min fE, o}. 因此 ， 
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根据 定理 2. 17, 我 们 判定 4 < = < + co. 
£ 2. 设 整 函数 f(z) 的 下 级 jk < + со, 并 且 仅 仅 具 有 一 条 julia 
方向 , 则 7(z) 的 级 4 <. 


事实 上 , 根据 系 1 的 证 明 , 首 先 有 4 <— 其 次 ,根据 f(z) 只 有 


—# Julia 方向 的 条 件 , 有 ww = 2л. 于 是 4 < 


#3. 设 整 函数 1(z) 仅仅 具有 一 个 最 大 闭 弧 段 , 并 且 1 
<min 和 于 ,oj}, 则 /(z) аа < 1, ШЖ <, 


事实 上 ,根据 7 < min 也 ,|,， 则 有 p< + ю ma 于 


л 
v 
是 ,w< 一 . 因此 1<w<--. 另 一 方面 ,根据 1<- 二 л 

и 4 w 2л—1 


和 I < 一 , 则 有 4<1 


$2.6. 关于 Nevanlinna 方 向 
2. 6. 1. Nevanlinna 方向 的 定义 


Julia 方向 和 Borel 方向 分 别 相应 于 开平 面 上 的 Picard 定理 和 
Borel 定理 .人 们 自然 要 问 ,相应 于 Nevanlinna 气量 关系 式 ,是 否 存在 
着 所 谓 的 Nevanlinna 方向 ?这 个 问题 的 提出 虽然 是 自然 的 ,但 是 这 个 
问题 的 精确 数学 描述 却 是 很 不 明确 的 .例如 , 如 何 定义 一 个 亚 纯 函 数 
在 一 个 方向 上 的 气量 本 身 就 是 一 个 值得 研究 的 问题 . 最 近 , АЁ 
和 作者 给 出 了 Nevanlinna 方向 的 一 种 定义 方法 , 并 在 这 种 意义 下 ,证 
明了 它 的 存在 性 .2 

我 们 回忆 某 些 记号 ,并 引入 一 些 新 的 记号 . 设 w = w(z) 是 开平 
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面 1z| < + оо 上 的 一 个 非常 数 亚 纯 函数 . 置 


s(r)= | w'(z) do, dw = rdrd0, 2 = re", 
л (1 +|w(z)|2)2 


121 < r 
_ 1 |w' (z) |2do 
S(E)= ea 


niw | 20а, 


0 


T, (Q (0,,0,;r))= [2-29-50 


М{0(0,, 0,7), а} = 3№{90(0,, 0r), м = а} 
-f п{0(0,,612),а) L 


0 t 


然后 , 我们 考虑 Nevanlinna 方向 的 定义 ;对 于 任意 一 个 复数 
{È a, 置 
_ y —— N{NQN(0,, 0xr) а} 
(а, ф) = 1 шыр Ша T {A0 bar) }, 
其 中 
0» = {О(ФьФ)|ф—#8<@Ф,<Ф;<ф+&> 0}, 


则 称 5(a ф) 91а А(Ф) 的 亏 量 .如 果 5(a, р) > 0, 则 称 
{На 为 关于 方向 Atp) Ë Sñ BeA ó (a, 2) < 1, 以 及 当 w(z) 
Жж О(ф — e @ + s) (=> 0) ATEA a BAB б(а,ф) = 1. 

= 
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= N[ID(e, Pzr) a} 
= — 1 үл, —үҮ y 
Sla @(Фьф,)}=1— lim кте = p27)) 


ДІ 5 {a, О(ф,, Фф) ) 为 值 a KFARA, p) 的 亏 量 .如 
果 5fa Nle, ф„) } > 0, 则 称 值 a 为 关于 角 域 2(91, p2) УЧА. 
如 果 对 于 任意 有 穷 个 关于 方向 ALo) 的 亏 值 ai, a, --,а,(9 < 


+оо), 恒 有 y 6(awp) < 2, 则 称 A(q) 是 w(z) 的 一 条 Nevanlinna 
v=1 
方向 ， 
根据 定义 ,我们 判定 车 A(q) 是 w(z) 的 一 条 Nevanlinna 方向 ， 
则 关于 方向 A(q) 的 全 体 亏 值 集合 构成 一 个 可 数 集合 , 并 且 关 于 方 


向 A(q) 的 全 体 亏 量 总 和 < 2. 另外 ,一 条 Nevaniinna 方向 必定 也 是 
一 条 Julia 方 向 . 


2.6.2. 某 些 引 理 
引 理 2.13 设 w=w(z) 是 圆 |zl< 和 lt 内 的 一 个 亚 纯 函 
Fa, az …,ar(3 和 4< +o) 是 4 个 判别 复数 , 并且 有 
4 
› п(1,а,›) < + c, 


则 对 任意 值 r(0 <r<1) 有 


(q—2)SG()< È a(l, а) +4 А (2. 110) 


у=1 1— 


其 中 4 > 0 是 一 个 仅仅 依赖 于 a1, а,, --., а, ЭХ. 
证 。 根据 (1.66) £, 我们 有 


(q—2)S(r)< xar, а) +в (r) < Y n(l,a,) + hL (r), 


=1 
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其 中 hh 是 仅仅 依赖 于 a1, а,, …;, a, 的 常数 ,以 及 


[2 Ти (вее) | 
Г (ғ) = [. Ta [wre [2 "46 


ШЕР, r <r < 18 (4 — 29567) — È nC, a) > 0, W 


根据 不 等 式 [上 (7) ] 2 < 2r EO, 我 们 判定 


1e-2so- упа, J; < RL) < 2hr EOD, 
于 是 
1 -<|. Tenn f e” 2 
fa- ase)- > п(1, а» } 
2д?р? 1 
< Z3 М › 
4 |а 2950) $ a0, a} 
а 2х?һҺ? 
QDS Lre) ta 7) 


如 果 对 于 某 个 值 rr < <1Жз(г)(4—2)— Y п(1,а,)<0,Ж 
у=1 


A (q—2)S(r)< (q —2)S(r) < Ў л(1, а). 因此 , (2.110) 式 成 


立 , 即 引 理 2. 13 得 证 . 

引 理 2.14 设 w =w(z) 是 人 2(-- 0,9){(0<0<x) 上 的 亚 纯 函 
数 ,a1, az,…as(3 <q =< + 0%) 是 4 个 判别 复数 . 则 对 于 任意 值 9 (0 
< 0 < 0), Ёо(о > 1) 和 任意 正 整数 m, 只 要 r 充分 大 , 我们 就 有 
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(4— 2)Т{9(—0, 9) } 
<(' +5) L N(Q(—0, 0;re2"”), av) + O ( (logr)2). 
证 . Er = ва", = 0, 1,2, r = tij = 0,1,.... m — 1. HJ 


显 地 有 rio = rm rm = ri 对 于 任意 取 定 的 数 1, (t > ri) 存在 一 
ЖК, 使 得 r+ < t < ГЕ + 1. 显然 ， 又 存在 整数 jo,0 < Јо < т – 1, 使 得 


к+1 
Y nf U (2(—9,0;r nso 
i=0 


<— > СЕС: 


作 变换 (= 一 一 一 (0 <S i< k), W| Q(— O, Өтү, туза) 


Ti+ljo+1 


和 о(—@, Өт, ғ "+1) (r, = Vruo ` Tijo+1s "а 


= urn) 分 别 变 为 平面 上 H A(O, 6: 1) 


1 1 -一 一 一 一 一 
和 42( — 0, аа) 以 及 点 Vraorit yo+i Æ Ht 平面 上 的 
До". 进一步 ,再 保 角 变换 00,0-01,1) 到 上 平面 上 的 


HT< 以 及 点 5 = ec- 对 应 于 原点 < = 0. 显然 ,存在 一 个 仅仅 
依赖 于 ms o, 9 和 0 的 常数 x 使 得 a( -e 91 r)a * 
62 


6"+2 


面 上 的 像 域 含 于 圆 | ¿| < у 内 .应 用 引 理 2. 13, 我 们 可 以 有 


(а—2)5{ 0(—@, Oraria) 
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4 

4 

< Y п{0(—6,0 и, Fi+ijo+1) æ} ++ 
v=1 


i= 0, 1 k 
кен А > 0 是 一 个 仅仅 依赖 于 а, an …, a 的 常数 .进一步 有 
(42) Ў 8{0(—@,#тьг',)} 
i=0 


4 é k+1 
< УХ," faco, Өт „Т ririjo+1)av}+ 54: 


注意 到 rn < tt <r г Sta", 则 得 到 
(а— 2)5{0(— 0,01) } 
<(， +5) > n ( Q ( — Ө, Өла?"), а} 


2Alogt 


+ (4—2)5(ОЮ(—@,@';о")) t-a- xogo. 


于 是 
а-2[ + 5{0(—6,Өл)} | 
m /у=1)о t 


+ (q 2)5{ 00-60, #0") } [+ 


2А r. logt 
+t G = log | „т * 


因此 


(4— 2)1,{0(—6@,Ө')) 
<(! + 方 ) y N{ Q(— 0,0;re22y. а, } 
m v=1 


+ (4—2)15{ Q( —@,@';в")} 
+ (q —2)S[ 0(—#,#”) jlogr 


A 


1 2 
+ т(1— x)logc (ов?) 


-(1 + =) Y Ní Q( — 0,0;ro2"),a,) + O( (logr)2), 
y=1 


即 引 理 2 14 得 证 . 
对 于 任意 给 定 的 正 整 教 ! 和 偶 正 整数 扩 记 


` 2л. 2л... s oi.. k 

Ou= -itg hibet Lj =0, 1, „k 1, 

бк=@+\о- 
和 

2x | , 
N= fa orot- )|:-о, l, esd- Lj=0,1, =k- i} 
显然 在 ОНАМ ЛЭН Б. 
91382.15 Rw = w(z) 是 开平 面 上 的 一 个 亚 纯 函数 ,并 且 满 足 
FRH: 
Toir, м) 


lim 


lim -og T + % 


. logTo (r, 
lim Лов (һи) = u < + со, 
+ logr 


则 对 于 任意 取 定 的 数 5 > 0, EWAN, N > 3 和 正 整数 / 至 少 存在 一 
2 

个 角 区 域 0(9,0 + —) = G, 使 得 关于 4 的 任意 9(3 < 4g < N) 

个 亏 值 的 亏 量 总 和 < 2 + ó, 并且 有 


n|o[ e +2=)1 
lim —— = + c. 


т + с (log)? 
ш. 事实 上 ,如果 不 然 , 则 对 任意 一 对 相应 于 0( 0, 0, 
2д 
+ )е 9 的 数 候 (有), 我 们 有 


l 
ЕЕ ТУ f a( os Ө + >) 
lim 


Jim lr? <+o， (2111) 


2x 


R Ж XÍ Ға;(3<4 <N) 个 关于 (00u+ ] ) 的 = 


值 ад, ад, эз, а A 


qu .. 2л 
уа, a( 0s м) 2+ (2.112) 


qi; | | 
v=1 } 


K = max | 
qi; — 2 


ij 
则 根据 (2. 112) RE 
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5 
> <1- Ny 


Ó 
К<1— 
N 一 


另 一 方面 ,根据 引 理 2. 4, 对 于 任意 给 定 的 数 o > 1 和 任意 给 定 的 
ЕЖЕ т, 存在 一 个 序列 { R,} 使 得 


R, <В, +оо (п- +оо), 


T,(R,, w) 


(К, ж) _ 2.113 
‚боёк? = 1 %0 ( ) 


和 


Т,(К,о2", w) < e?"aT, (R, w) (1 + 0(1) ) (n> +оо). (2.114) 


1-1 2 
2, To { R (Ojo 0,,+.2;К,), w) < b(K,,w). (2.115) 


对 于 数 偶 (ij. + 1), 我 们 看 出 如 果 (2. 111) 式 成 立 则 有 


2 
ъ{ a( ou Oj +з 5392 0{ (log К, )2}; (2. 116) 


”如 果 (2 112) 式 成 立 , 则 根据 引 理 2. 14 有 
(4—2) Ть{ 42(@Ө,,_›, Oiii Ra), w} 
1 41) 
<(: +) а 2 (ау, 0(90,,. +1, 6;+1,+1)) + оа}. 


To { 9063,1, Bitimi Raa”), w} + Of (logR,)’)}. 
于 是 
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Т{ О(бӨ +> Oitia Ra)» w} 


<( +) +0(1) } 
т 
i To { Q (0... birina Ra?" ), w} 
+o { (logR,)2) 


根据 (2. 115), (2. 116) 和 (2, 117) 式 ,我 们 有 
(Rw) (а) + 0C) ткз) 
+ Тк, w) +0( (ов, )2). 
Фп + оо, 则 根据 (2. 114) 和 (2. 113) 式 得 到 


1 
«(1 ы )ке + 
т К 


注意 到 kK <1 一 _ 如 果 依 次 先 取 定 m, 使 得 


ВЖЕ о > 1, 使 得 


1 6 
1+ — | Ко?" < | — — 
( +) c < 4N 


最 后 取 定 大 使 得 二 < 则 (2. 118) 式 给 出 


5 
1<1- -2 
“< -gn 
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(2. 117) 


(2. 118) 


于 是 我 们 得 到 一 个 矛盾 , 从 而 引 理 2. 15 得 证 . 
2. 6. 3. Nevanlinna 方向 存在 性 定理 


定理 2.18 设 w =w(z) 是 开平 面 |z| < + oo БАУ “А 
数 ,并 且 满 足 条 件 : 


Бы POY) 


一 十 , 
Р» + со (logr)2 90 
.~ log To(r 
рт Лов (5н) -< + o. 
r— +оо logr 


ЖШ w(z) 至 少 有 一 条 Nevanlinna А (Фф), 并 且 对 任意 数 e > 0 有 


im Т{О(ф– = p+er) w) 


= + oo， 
了 一 十 四 (1орг)? © 


1 
证 . 应 用 引 理 2. 15, 取 其 中 的 6 =6n= N = 1, 人 = f 


= (Oy, б, + =), 我 们 判定 对 任意 4(3 < 4 < N) 个 关于 人 的 
气 值 的 亏 量 和 < 2 + gw 以 及 


To { NAOn O+- Tor), w} 


Jim уу = + оо. (2. 119) 


不 失 一 般 性 , PJ {НДЕ 0,— o (N— +оо), 否则 ,仅仅 需要 选取 一 个 收 
KTA. UF, RIER A p) 就 是 一 条 Nevanlinna 方 向 .事实 上 ， 
如 果 不 然 , 则 存在 g(3<qg<+o) 个 关于 A(p) б 5 
(аз, a, .…,a 使 得 


ime 


ӧ(а,, ф) > 2. 
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我 们 取 一 个 充分 小 的 数 x > 0, 使 得 
б(а„ 9)>—, у= 1, 2, эф, 
4 
以 及 
È б(а„ф)>2 + 2а. 
v=1 


根据 5(a,, о) 的 定义 ,存在 值 so>0, 使 得 对 于 任意 值 (0 < s < e) 
和 任意 角 区 域 Nlp, Ф.) сО(ф- еф + 6) 有 


— N : 
Б {Alp 7), а,) 


« 
< 1 一 (av Фф) +——, 
r— + о Т{0(ф,, Фут), w) 4 


一 一 М{ О(ф,, фФ›;у/),а,} а 
1— lim ———ç— — S (a, ф) – —. 
‚-+® {Alp Par), w) ) 4 
因此 
< -一 № 0(ф,, фу), а,} 
1— im +. 2. 120 
х) to Ть{@(ф,Ф›у),=”}] " (2.120) 


另 一 方面 ,我 们 取 一 个 充分 大 的 正 整数 NN, {441$ ó, < z, q < N, 
以 及 OO Alp-e p+). Ж G, = Ale, p), WE 


Y б(а„ Q) <2+би<2+@ 
у=1 
但 是 这 与 (2. 120) НР. Е A (9) 是 w(z) 的 一 条 Nevanlinna 
方向 . 
对 于 任意 值 :>0, 存在 充分 大 的 正 整数 N, {#18 cale 
一 6&, p +e). 因此 , (2. 119) 式 给 出 


es T{Alp-e pter), w} _ 
гэ +00 (Пор)? 


+ со, 


即 定理 2. 18 完全 得 证 ， 


$2.7. 注 记 
2.7.1. 公共 Borel 方向 


1928 年 ,G. Valiron 证 明了 Borel 方向 的 存在 性 , 同时 他 提出 了 
一 个 重要 而 且 困 难 的 问题 9i 亚 纯 函 数 与 其 导数 之 间 是 否 存 在 公 
Jt Borel 方向 ? 此 后 相继 有 G. Valiron 本 AB’, А. Rauch!35bl 和 庄 
Jr ROIG A 69 T fE, 他 们 分 别 在 附加 不 同 的 条 件 下 ,证 明了 公 
共 Borel 方 向 的 存在 性 .直到 1951 Æ H. Milloux 取得 了 重大 进展 , 他 
证 明了 下 述 结果 G3 中. 

设 f(z) 是 开平 面 |z1<+oo 上 的 整 函数 , К 524,0 < 1 < 
+ о, MI S (2) 的 每 条 14 级 Borel Jy I g JE f(z) 的 4 级 Borel 
HA. 

我 们 可 以 证 明 整 函数 /z) 与 其 导数 广 (z) 有 相同 的 级 ,于 是 根 
据 G. valiron 的 结果 (定理 2.11), 六 (z) 至 少 具 有 一 条 级 Borel 方 
向 ,再 根据 上 述 H. Milou 的 结果 , 判定 f(z) 与 广 (zj 至 少 具 有 一 条 
公共 Borel 方 向 .事实 上 ,如 果 进 一 步 讨论 , 就 得 到 HH. Milloux 关于 公 
共 Borel 方 向 的 重要 结果 9° 

设 f(z) EREM |z| < + oo 上 的 整 阔 数 ,其 级 为 0<4< 
+ о, 则 f(z) 与 其 各 级 导数 和 各 级 原 阔 数 之 间 至 少 具 有 一 条 公 
Ж Borel 方向. 

作者 曾经 分 别 推广 了 H. Milloux 46 8 A FE Jr 3 65 #5 Е tü 
т=з. 

(2) 是 开平 面 |z| < + со 上 的 亚 纯 函数 , 其 级 为 0 < 1 < 
+ оо. 如 果 f(z) 以 oo 作为 Borel 例外 值 , 则 其 导数 广 (z) 的 每 条 4 
级 Borel 方 向 亦 是 /(z) 的 1 级 Borel 方 向 ;如 果 f(z) 以 一 个 有 穷 复数 
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YE Jy Borel ЯН, (2) 的 每 条 4 级 Borel 方向 亦 是 其 各 级 导 
ЖГ (2) (п> 1) 的 4 级 Borel 方 向 .于 是 ,如 果 f(z) 以 一 个 复数 作 
H Borel 例外 值 , 则 f(z) 与 其 各 级 导数 /"(z) (n 之 1) 之 间 至 少 具有 
一 条 公共 Borel X m. 

迄今 这 个 问题 未 获 彻底 解决 , 仍 待 研 究 . 


2,7. 2. Borel 方向 的 分 布 规律 


设 /(z) 是 开平 面 |z| < + оо 上 的 亚 纯 函 数 , 其 级 为 .0 < ¿< 
+ co. 我 们 考虑 f(z) 的 全 体 4 级 Borel 方 向 与 单位 圆周 的 交点 所 成 
的 集合 E. 明显 地 , 根据 G. valiron 的 结果 (定理 2. 11), 我 们 判定 集 
合 E 非 空 .进一步 根据 Borel 方 向 的 定义 , 我们 容易 验证 集合 E 是 闭 
的 .于 是 ,f(z) 的 全 体 1 级 Borel 方向 与 单位 圆周 的 交点 构成 一 个 非 
空 闭 集合 . 这 种 非 空 闭 集 的 福 质 是 香 已 经 完全 刻 划 了 f(z) 的 4 级 
Borel 方向 的 分 布 规律 ? 1976 年 杨 乐 和 作者 肯定 地 回答 了 这 个 问题 ， 
RUER T FRARI A 

设 1 是 任意 给 定 的 有 穷 正 数 , E 是 单位 圆周 上 任意 给 定 的 一 个 非 
空 闭 集合 , 则 必定 存在 1 级 亚 纯 函 数 f(z), 使 得 f(z) 的 全 体 1 
级 Borel 方 向 与 单位 圆周 的 交点 所 成 的 集合 恰好 就 是 E. | 

较 早 ,D. Drasin 和 A.Weitsman 已 经 解决 了 有 穷 正 级 整 函 数 
的 Borel 方 向 的 分 布 规 律 (39 他 们 先 引进 一 个 概念 ; 

一 个 有 限 序列 0, <0, <. <0,<0, + 2л, 如 果 对 某 个 数 


4 (> eat 
(196-60-00 1,2, 8—1), 


п 


2) 6, — 8, > —, 
(2) 6, 12 


1) ЖЕ ЈЕО оо 作为 Borel 例外 值 . 
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(3) 仅 当 n = 2 时 /与 GO) 式 中 取 等 号 ， 
则 称 为 一 个 4 级 实数 链 . 

然后 ,他 们 证 明了 下 述 结果 ， 

任意 给 定 值 10 < 2 < o, 以 及 fo,2z] 上 的 非 空 闭 集 正当 1 < > 
KRE E ЕА РЕ, ОН ДЕ RI 2 Воге 方向 
与 单位 圆周 的 交点 所 构成 的 集合 . 当 1 > -- 时 为 使 E 成 为 一 个 4 级 


整 函数 的 全 体 Borel 方 向 与 单位 图 周 的 交点 构成 的 集合 , 必要 而 且 充 
分 的 条 件 是 巨 中 任何 一 个 值 恰 好 是 一 个 14 级 链 的 一 个 元 素 ,并 且 这 
个 1 级 链 的 所 有 元 素 6/(mod 2) (j = 1,2,…,n) Ф E. 
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第 三 章 =E 


自从 Nevanlinna 理论 建立 以 来 ,特别 是 近 二 .三 十 年 来 , 亏 值 理 
论 成 了 值 分 布 理论 研究 的 中 心 问 题 , 已 经 取得 了 十 分 丰富 而 且 深刻 
的 结果 .最 近 , W. Н. J. Fuchs 在 -篇 出 色 的 论文 中 , 系统 地 总 结 了 亏 
值 理论 自 R. Nevanlinna ІЛ Ж й RIRU, 本 章 不 可 能 对 这 一 理论 作 
出 全 面 介绍 , 主要 对 下 述 专题 进行 论述 :根据 定理 1. 7, 对 于 一 个 超越 
ЧЕР РЕЖ. 其 全 部 亏 值 构成 一 个 可 数 集 . 另 一 方面 , 存在 着 具有 无 穷 
多 个 专 值 的 亚 纯 函 数 和 8 ЖП ҖЕ рО 的 例子 .那么 ,在 什么 条 件 下 ， 
亏 值 个 数 应 当 是 有 限 的 ? 许多 学 者 注意 研究 这 个 问题 , 并 给 出 其 上 
界 佑 计 . 


5 3.1. 调和 测度 和 Lindel5f 型 定理 


3. 1. 1 一 个 调和 测度 的 估计 "， 


设 D 是 开平 面 |z| < + © 内 的 一 个 有 界 域 ,D 的 边界 B 是 由 有 
限 个 不 相交 的 Jordan 曲线 所 组 成 .8 被 分 成 两 部 分 B' # B”, 它们 分 
别 是 由 有 限 个 弧 或 闭 曲线 所 组 成 .通过 求解 Dirichlet 问题 ,我 们 判定 
在 刀 内 存在 着 唯一 的 一 个 有 界 调和 函数 wp(z, B), 使 得 当 z 趋 近 
РВ 的 内 点 时 有 up(z,B') 一 1, 以 及 当 z 趋 近 于 及 的 内 点 时 
# u, (z, В') —0, 并 且 当 2z 位 在 D 内 时 有 0 < up (z, B) < 1 我 们 称 如 
此 的 调和 函数 xp(z, B) 为 B' 关 于 域 D 相 对 于 点 z 的 调和 测度 .明显 
地 有 

ир(2, В') + иь(2,В”) = 1. 


1) Ж Eg ЗИН Ж [38а]. 
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以 后 , 我 们 经 常 需要 利用 下 述 事 实 ， 
设 /(z) 是 万 上 的 一 全 纯 函数 , 并且 在 B 上 有 |f(z)| < М\, 
(Е B" LH 1/(z) | < M2, 则 根据 次 调和 函数 的 最 大 模 原 理 , 我们 有 


log|f(z)] < up(z, B')logM, + Up(z, B” )logM, 
<logM,; + Up(z, B')log M,. 


以 下 ,我 们 对 一 个 典型 的 调和 测度 进行 估计 , 这 个 估计 在 本 书 以 
后 部 分 将 起 十 分 重要 的 作用 . 

Шр |z| <r(0<r< + оо) 内 的 -一 个 域 , 并 且 满 足 条 件 ， 

(1) 原点 z = 0 属于 域 D， 

(2) DNI = r) 是 非 空 集合 , 至 少 含有 一 个 内 点 ， 

(3) 设 8 是 D 的 边界 ,B 位 在 贺 |z | < 内 的 部 分 五 是 解析 的 ， 
并 且 只 有 有 限 个 连通 分 支 , Ц Ө, = В— 五 是 由 有 限 个 圆 绝 组 成 . 

对 于 任意 值 , 0 <t <r, 记 DD 位 在 圆 |z| < 上 内 部 分 且 含 有 点 = 
= 0 的 连通 分 支 为 DD, 的 边界 B, 位 在 加 |z| < 上 内 部 分 为 玫 并 
Но, = 8, 一 工 是 由 有 限 个 圆 弧 组 成 , 以 及 0, 的 线性 测度 为 {8(1). BB 
THA D, = D. 如 果 圆 周 |z | = t 与 了 B 有 交 , 则 定义 GO*(1) = 0(t), $ 
WELO) = + оо. 

引 理 3.1 对 于 调和 测度 up(z, 90,), RITS 


U,(0,0,) < vei ，0<y<1 (31) 
—к 


iF. 首先 ,我 们 证 明 Wirtinger Ж % A: fx), Sf (x) 在 区 
间 [а,Ь] 上 连续 ,并 且 f(a) =f(b) = 0, WA 


b л? b 
| (х) ]? dx > | [f(x) ]2 dx. 
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事实 上 ,不 妨 假 设 a = 0.b = 工 因 此 ,我 们 只 须 证 明 
f уча > |° х) 12 dx. (3.2) 
0 o 
当 一 fs 和 xs 和 0 时 ,我 们 定义 Htx) = —f( — x). 于 是 f(x) 在 闭 区 
Н [- лл] 上 是 连续 函数 , 并 且 f( 一 x) = 50) = (т) =0. 因 
此 f{x) 有 下 述 表 达 式 : 
/(х) = y a, sin nx, 
n=1 
Р(х) = у na, COS пх. 
л= 1 


于 是 ,应 用 Parseval 定 理 , 我 们 判定 


|, [fF (x) 124х -二 | [/°(х)124х = Ў та? > 
л 0 T -n n=1 
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аһ 


п= 1 


-| Lix) ] ?dx -二 | С/х) ]2 ax, 


即 (3.2) 式 得 证 . 

以 下 ,我 们 证 明 (3.1) 式 成 立 . 由 于 五 是 解析 的 ,所 以 圆周 |z| 
=t(0<z<r) 与 万 至 多 有 有 限 个 交点 .因此 ,0, 是 由 有 限 个 图 
IOG = 1, 2, ---, n) # А. 500, 的 线性 测度 为 :8.(t), MUJ ЯЗ Ө(г) 


= Y 0,(t). 明显 地 ,根据 定义 ,b(t) 在 区 间 [0, r] 上 是 连续 的 , 但 可 
i=1 


能 至 多 除去 有 限 个 点 0 <t, <t, < --- < t, < r. КТЕ 2F sa t, RF 
#0(t,— 0) = 0(t,) < 0(t, + 0). 


1)0(zt,— 0)=lmü0(zt — e), O(t + 0)= һіте(ғ, + е). 
є—90 270 


=> 0 E> 0 
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Ж и(2) =и(2, 0,) 和 考虑 
1 . 
н = yy |, чеде, О<г< r. (3. 3) 
注意 到 如 果 圆 周 |z|= 1 与 8B 有 交 , 则 u(z) 在 0 的 两 个 端点 为 零 . 因 
№, 当 上 所 时 ,根据 (3. 3) 式 有 


dm(t) _ 1 ди 
dlogt х Ки Ologt 


d2m(t) 1 ди 2 д?и 
а Іов г? -fA logt ) tu діор г? ав 
1 ди \, д?и 
-fK г) 7 70202 үө 
2 ди 2 
- f, (эке Ток? ) + (>) lao > 0.3.5) 


FE m(t) 在 区 间 (t, ti) LÆ logt ANAA. ASh m(t) Et = ti 
是 间断 的 ,但 是 满足 条 件 m(ti 一 0)=m(ti) < m(t, + 0). vÆ BH 
对 于 DD 的 外 法 线 .根据 u(z) 在 工 上 为 零 的 条 件 ,对 D, 应 用 Green 公 
式 ,我 们 有 


dm(t) ди 
' = 一 一 一 一 一 一 — 40 = | —— d. 
т (t) dlogt hra ЗИК ду 


1 ди \? ди 2 
= 1 |p (2 M (ахау, z= x+ iy. 
л С) (у) е ia as 
D, 


于 是 , 如 果 置 


Две 


d0, (3.4) 
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则 有 
m(t) 一 -一 一 > 0， tt. (3.6) 
ВЖ, m(t) 在 区 间 (ri, tiai) 上 是 t 的 单调 增 函 数 ,再 注意 到 m(ii 
— 0) = m(t) < m(t, + 0), Mi m(t) 在 区 间 [0,r] 上 是 :的 单调 增 
函数 . 故 有 
m(r)— m(t) > | wa O<t<r. (3.7) 
根据 (3.4) 式 ,我 们 有 
dm) \ 1- А ди 2 
( dlogt ) < л? |," wao oe е 40 
- 2" 
je 


1 ди ү 1 dm(t) Y 
Fh 21081 ) 402 (т) (ш; ) (3.8) 
设 圆 周 |z| = t 5 В ЯҢ ЗЕ. ТЕЖЕП ХЕ Ө; А-и (z) 的 值 
HEAO (t) 之 定义 ,于 是 则 应 用 Wirtinger 不 等 式 有 


ди л? 2 л? 
|, (ж ) dð > табот," 49 > огур 2 
1 ou 1 ж ди т 
= |„(®) КЕ ) > Lorn) |, “4 


|. 2 
[0*(r) 1° 


因此 


m(t). (3.9) 
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进一步 根据 (3. 5), (3.8) 和 (3.9) 式 , 则 得 


d’m(t) 1 (ат) 1{ 2x ү 
dlogt? > 2m(t) (TEL) +=) m(t). (3.10) 


设 圆周 |z| = 与 也 无 交 , 即 圆 周 |z| =t 整 个 地 位 在 D 内 .于 
Æ O* (t) = +оо. 进一步 根据 (3.5) 和 (3.8) 式 , 则 得 


dm(t) ~ 1 (TE ) - 1 (Pe ) 
dlogr2 ” 2m(t) \dlogt /  2m(t) \ dlogt 
+=) m: 
2 \ 0*(t) 


因此 (3. 10) 式 在 一 般 情 况 下 成 立 . 置 


2т 
p=logt, @(p) = m(t), FO) = жу р; = logt, 


则 (3. 10) 式 给 出 


, 2 1 
А +--Р%(р)о(о). (3.11) 


这 就 是 著名 的 Carleman 微分 不 等 式 . 我 们 进一步 置 o(p) 
= logo (p), WA Y (p)? + 2ф”(р} 2 F(p). WEHE 


п 2 ” 2 
(е) =- (wn)+ eL) > фи (p)? +W" (р) > F2 (0). 


根据 (3.6) 式 ,在 区 间 (р, pi+1) 内 ,w (р) > 0. 进一步 根据 (3.11) 
Җ,ф"(р) > 0. 因此 在 区 间 (pi, Piri) 内 ,我 们 有 


Ф"{р) > 


Ф"(р) 


0. 
Ф'(р) > 
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因而 更 有 


Ф"(р) 
Ф'(р) 


> F(p). 


it 天 二 时 , (3. 6) 式 给 出 


; _dm(t) _ 
ф' (р) = Порт. = s(t). 


BEA p (р: — 0) <p (р: + 0). FE WR p < т, 则 得 


* ф”(р) 7 
'(t)— '(p) > > dp， 
logg’ (т) —1орф'(р) > |, Фр) д> | в) p 


ф(х) > pph F, per, (3. 12) 
HEK, гх<җхо<г Н], в 


р =logt, t=logo, po = logr. 


如 果 t < kr(0<K<1T), 则 根据 (3. 3) 和 (3. 12) 式 判 定 


1 > ф(ро) 2 o(po)— Ф(р) 


p 


Po Po т 
> [| Z) > (| el Р? qx 
p 


= vio f ез}, а ы >ө0 | erh: а 40. 
t Kr 
>(1—к)ф'(р)е?*®},‚ ий ， 
, 1 —2 全 РО 
ф'(р) < 1 е2"), WO, О<к<1. (3. 13) 
— K 
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根据 (3. 41) RA 
1 2 
Ф"(р) > КфФ(р) 


1 2т 2 
-于 | 2 | обо) >а п -p (p), 
n nmt) 
p (0) > -Gatr)™ 
再 注意 到 m(1) 是 1 的 单调 增 也 数 , 则 有 
TAO KAOL 
с m(t) 
"| жоу» чо | 去 E2107 


于 是 ， ЭЩ < Kr В, 根据 (3. 13) 式 , 我 们 得 到 


or -说 >e (т) > то | 


1 一 K t0* (t) 


或 者 


а кг M dt 
L e?n f, aaa], "02 "ы 2 | у 


КР dt 
x= | жауу! М 我 们 取 定 r(1<o<w) 使 得 
2 _ш = 1, 于 是 
" TCE 


e-a, TT, (3. 14) 


m(t) < 
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当 | ES S 1 时 ,根据 mn(D<1 和 -< > 1, M (3. 14) s 


t0* (т) 
显然 成 立 . 因 此 , (3. 14) 式 在 一 般 情况 下 成 立 .于 是 


up(0,0,) = и(0) = Vm(0) 


Te (“4 
< n e "Jo @ о, 0<K<1， 
一 K 


即 引 理 3. 1 得 证 . 
£. 当 ZeD 和 和 |z| < 二 -时 ,我 们 有 


9 


/1—к 


е" айо. (3. 15) 


up (z, 0,) < 


Е. 我 们 任意 取 定 一 个 数 &0<s<23 二 于 将 |z |, 然后 以 为 


心 , 以 21z1 一 8 为 半径 作 圆 A:|¢ — | < 2|z| — e, ЖБ = DUA 和 相 
应 地 定义 总 (1) 和 9(1). 因为 9(1) 的 间断 点 ti(i= 1,2,…, n) 是 有 
限 的 , 所 以 我 们 只 要 适当 选取 gs, 总 可 以 保证 (1) ЁЁ 
= 1,2, п) 点 外 是 连续 的 .尽管 此 时 盛 的 边界 在 图 |z | < > 内 部 分 

只 是 逐 段 解析 的 , 但 是 引 理 3. 1 的 证 明 仍然 有 效 . 另 一 方面 ,明显 地 ， 
Щ<<2]2|— 2: BF, 有 本 (0) = +оо, 以 及 "4t2>2j]z] Bf, 
A D(t) = 0*(1). 于 是 根据 引 理 3. 1, 我 们 判定 


Г 2e | _ ктш 
и(0, 6,) < 2576990 


< J ce- (3. 16) 


1 一 K 
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u5(t,0,) Æ B |{|< 2|2}|— 22 内 是 调和 的 . 设 v5(L, 90,) 
是 us(4,6.) їй 3 $ú W m E H MS) = ADE 是 
И |{{<2]2|— 2e E 05 2 Pi РЁ Ж, ЭЕ Н ЭЖ д, И K u; (Ç, 0,) 
= log |/(¿) | > 0. 于 是 应 用 Poisson — Jensen 公式 ,我 们 有 


up(z,0,) = log lf(z)| 


2|z| 一 3e 十 |z| 1 
` 2|2|—3в&—|2| 2r 


[К (212| — 3e)e®)ag 
0 


_3(1г21—е) 


35 74800,0). 


进一步 根据 最 大 模 原理 和 (3. 16) 式 ,我 们 判定 


— Pe кг 4 
up (z,0) <uy( 0) < ZUZTE 26. e-f to 
ПЕЕ ИЛ 
«9. Газ, 
М1 -к 


Вр (3. 15) 式 得 证 . 

从 上 述 证 明 , 我们 可 以 看 到 如 果 原 点 z = 08 D, 只 要 作 一 适当 的 
贺 А, Жж б = DUA, 即 可 证 明 引 理 3. 1 的 系 仍然 成 立 .相应 地 ， 
我 们 有 下 述 结果 : 

定理 3.1 БРЕЙ |z] <r(0<r< + оо) 内 的 一 个 域 ,并 耳 


满足 条 件 (2) 和 (3), 则 6, 关于 域 D 相 对 于 点 z, |z | <— (0<x 
< 1) 的 调和 测度 


КР dt 
up (z, 0.)< erf na OFE, 


9 
J- 
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3.1.2. Lindelof 定理 的 一 种 局 部 形式 


首先 我 们 叙述 一 个 简单 结果 : 
引 理 3.2 设 吕 表示 上 半 例 :1z|< L Imz > 0, Гала ЕМ. 


一 1 到 + 1 的 直线 段 , 则 本 相对 于 点 ze 介 的 调和 测度 


2 
udz DN = 2-1, 


т. | 1 
9 是 从 点 z 观 测 太 的 张 角 开 度 .特别 地 当 z = re'2 , re o |а. 


有 
u 2, Г) > 


其 次 ,我 们 证 明 Grotzsch 原理 的 一 个 特殊 形式 [439. 

引 理 3.3 假设 两 条 简单 连续 曲线 Li(i = 1,2) 分 割 圆 环 7 
<1z|<R0<r<R<+o 为 两 个 单 连通 域 ,其 中 一 个 为 纪 并 
且 Li(i= 1,2) 连接 圆周 |z| =r 上 的 一 点 4.(i= 1,2) 和 圆周 |z| 
= R 上 的 一 点 Bi(i = 1,2), А, 和 42, Bi 和 Bs 均 不 相 重 合 .再 假设 O 
被 共 形 上 映照 到 矩形 CCzD2Di,, 其 中 点 4;(i = 1,2) X JZ + s C, 
点 Bi(i = 1,2) 对 应 于 点 Ds 则 有 


С.С, < 2л 


R 
log— 
r 


ЖР C,C;, CD, 分 别 表示 直线 段 ClC, MCD, 的 长 度 . 

iF. 首先 ,我 们 沿 着 上 ;分割 圆 环 r < |z|< R 成 一 单 连通 域 . 然 
后 ,通过 变换 上 = logz = u + iv, 将 这 一 单 连通 域 映射 到 + 平面 上 ,并 
且 只 映 为 + 平面 上 介 于 两 条 直线 & = logr 和 wu = logR 间 的 曲 边 带 形 
R2 再 命 =p(t) 将 矩形 CiC:D;D, 共 形 映照 为 人 Mi 
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=loge@(š) =) CCDD, 共 形 映照 为 Q. 于 是 ,我 们 有 
R či +CD; 
bs | I(E) 148 ¿= š+ in, 
Ši 
其 中 Ci =é + ini. 进一步 应 用 Schwarz 不 等 式 , 则 得 


R 2 — č +CD; 
Ë ср. | (О 1246, 


А 
°1 


R \2- р +616 +С, 
(о) CiCa < CD |, | 765) 12а 
1 š 


1 


— R 
< C,D, 2xlog —. 
r 


于 是 , 我们 判定 


即 引 理 3. 3 得 证 . 

类 似 地 ,我 们 可 以 证 明 下 述 结果 : 

引 理 3.4 RE 0(0,,0,;Е,, R,) (0 < 0, < 0, <27 + 0,;0 < К, 
< К, < + œ) БЕЧА A PE ЕШШ Ж L (i= 1,2), 它们 分 别 连 
Ë I(0,,0,;R,) E É A, (i= 1,2) Я Г(0,,0,;А,) 上 的 点 Bi(i 
= 1,2), 并 且 L ML, ЖЕ (Ө, 02;Ri, R,) 上 无 交点 TEL, 
ML, UR Г(Ө,, 0, R,) #ñ Г(Ө,, 0,;R,) ERRIMA Bl-— 4 38 
连通 域 Q < AO, 0,;Е,, Ra). 再 假定 共 形 映照 {= olz) ВО X 
为 《平面 上 的 域 Q (0,, 0,;R,, К,), 并 且 点 А, 变 为 点 Rieel， 点 A; 
变 为 点 Rie”2, 点 Bl Я 为 点 Raieel ЯП A B, Æ A A Re, W 
# R} > R,. 


' 181 ` 


现在 ,我 们 证 明 一 个 Lindelaf 型 定理 . 

定理 3.2 假设 两 条 简单 连续 曲线 L;(i = 1, 2) 分 割 圆 环 T:1 
<|z| < R(R > е") 为 两 个 单 连通 区 域 ,其 中 一 个 域 为 人 2 并且 L;(i 
= 1,2) 连接 圆周 |z| = 1 上 的 一 点 41(i = 1,2) 和 圆周 1z| = К Ей 
一 点 B(i=1,2), ЖФА, MA, В, 和 有 xz 均 不 相 重合 .再 假设 函 
数 f(z) ТЕ Ор, EALER, 并 且 


Az) < N < + о, 269 
|/(z) 一 aq <s; < 1, ze L, i= 1,2, 
其 中 ai 和 а, 是 两 个 有 穷 复 数 ,并 且 
la|<sM, М < +оо, ї=1,2. 


在 上 述 假定 之 下 ,或 者 有 ai = а, 并 且 在 ОЕ REEL, 
和 上 ;的 曲线 4 使 得 当 zel 时 有 


||(2)—а|< в, a=a,=a,; 
1 1 
єз= (M + №) тах {e13, E23 }; 
或 者 有 a, + а, +В. 
` í` 
(M+N)(s3 + е3 ) > |а, — ао, |. 


证 . 首先 ,存在 共 形 映照 5=“*(z),， 把 分 上 映 为 5 平面 上 的 矩形 
C,C,D,D,, 点 41(i= 1,2) 对 应 点 Ci =1,2), AA B,(i = 1,2) 对 应 
点 Di(i= 1,2), 3 H C,C, = D,D, = 1. 根 据 引 理 3. 3, 我 们 有 

1 2л 
—— $ 
С,р,. 


R 
log— 
%— 
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于 是 


— —- 1 
C,D, = C-D: 2 57 OBR > 2, (3. 17) 


记 = ¿ (z) ВУЛЕ z= 205), MRR FE) = 50200) ) EE 
Ж CCDD, 内 全 纯 , 并 且 有 上 界 М, 以 及 当 ¿eC,D, 时 有 
JF(2) —а,| <, 
3234 lec, D, HA 
|F(6) — az} < ез. 
记 CiDi 的 中 点 为 Ei, С.р, 的 中 点 为 Es, 然后 在 线段 E,E, 上 取 
一 一 一 1 — 1 
д F; {#18 E.F, = ИГЕ 再 取 点 下 )， #18 ELF, Ши 最 后 ， 我 们 
ЦЕ, 点 为 心 作 单位 圆 , 根据 条 件 (3. 17) 式 , 单 位 圆 的 一 半 位 在 矩形 
С,С,р,р, 内 ,应 用 引 理 3. 2, 4 Ç e E F, 时 ,我 们 有 
log1F(C) — a, < logs + log (M + N). 


同 理 ， 当 teE,rF, 时 ,我 们 有 
log| F(t) 一 az| < -Hoge + log(M + N). 


于 是 当 a за, 时 , 通过 在 EF 和 EsFi 的 公共 部 分 上 取 一 点 ,我 们 
可 以 导出 


а, —a,|< (M + №) (8137 + ); 
当 а, = a; 时 , 如 果 置 


1 1 
єз = (М + N)max {&ү3‚&,3 }, 
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Ји Ze E E; 时 , 我 们 有 
|Е(6) —а|<в‚ а=а,=а,. 


i E E, 在 z 平 面 上 的 映 象 为 1 则 1 是 一 条 连接 上 L, M L , 的 连续 曲 
线 ， 并 且 当 zel 时 有 


{f(z) — a| < ss, 


即 定理 3. 2 得 证 . 
932. 长 度 -面积 原理 


3.2.1， 长 度 -面积 原理 ” 


下 述 定 理 3. 3 称 为 长 度 - 面 积 原理 . 

定理 3.3 设 1(z) 是 开 集 A 内 的 一 个 亚 纯 函数 ,!(!) = (r, A) 
表示 位 在 A 内 的 等 位 线 |f(z) | = 上 的 总 长 度 ,4(4< + co) BRA 
的 面积 , 置 


1 人 = ; 
p(t) = p(r,A) -去 | n(A, f= te )d9, 


则 有 


+ о I(t)? 
|, (0) dt < 2zA, (3.18) 


其 中 如 果 p(t) = + со, 则 定义 被 积 函 数 为 零 ,特别 地 ,对 于 几乎 所 有 
满足 条 件 p(1) < + о ВЕЖЕ) < + о. 


1) 本 节 内 容 引 自 文 [21a]. 
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证 ,首先 我 们 考虑 A 是 一 个 开 和 矩形 ,并且 在 A 上 ( 即 在 包含 和 的 
一 个 区 域内 ) f(z) 是 单 叶 且 无 零点 和 极点 的 情况 .任意 取 定 


s(z) =logf(z) = c (z) + iz (2) 


的 一 个 分 支 , 则 s(z) 在 A 上 也 是 单 叶 的 , 映射 A 到 开平 面 |s| < 
+оо 上 的 一 个 区 域 О. 明显 地 , 0 的 边界 是 一 条 逐 段 解析 的 Jordan 
曲线 .于 是 ,如 果 0. 表示 直线 o = const. 与 RZE, N o 是 由 有 限 
个 直线 段 


LTL TE 


所 组 成 .另外 , ШЖ у, 表示 9 在 A 内 的 原 像 , 则 在 y。 上 有 [f(z) | 
= er 根据 f(z) — et 的 单 叶 性 ,我 们 有 
plee) = Ув) = PEL, 


其 中 0(c) 表示 6s 的 线性 测度 . 
另 一 方面 ,根据 Schwarz 不 等 式 , 我 们 有 
dz 


dz 2 
1 s2? 一 < _— 
(e°) l Я 4 «| | «|, 1 
dz |2 
-00 | £ 


c, = 1 {с|с+ ie Q), o,= sup{olo + ize 0), 


2 


А dz |2 
dt = 2яр(е |, & йт. (3. 19) 


Е 


则 根据 (3. 19) 式 得 到 


сү2 ri a 12 e 
Г е (аа | A 
р(є°) „ү PCer) a Jel ds 


2 
dr = 2лА, 
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其 中 4 表示 A 的 面积 . 命 1 = е", 则 得 
| TO)? g < әла. (3.20) 
tp (t) | 
о 
Ер (3. 18) RRL. 

其 次 ,我 们 考虑 人 是 一 般 开 集 时 的 情况 .不 失 一 般 性 , 可 以 假设 
在 A 内 ,f(z) #0, oo 7 (2) #0. 否则 ,我 们 可 以 用 一 个 开 集 A; 代 
P A, 此 处 A。 是 从 人 A 中 除去 f(z) 的 零点 和 极点 以 及 广 (z) 的 零点 所 
得 到 的 开 集 .明显 地 p(t),1(t) 和 4 的 数值 保持 不 变 .现在 ,我 们 通 
过 Lebesgue 积分 理论 中 惯用 的 方法 ,在 平面 |z|< + > 上 构造 


+n 


I + 
| Сх = —— у = fn -012 m= 2. z= x 
m 2" 1 2т 1 | 


+ iy), 使 得 A 可 以 表示 为 可 数 个 内 部 彼此 不 交 的 闭 和 矩形 的 和 :A 
= Ü Á, 并 且 根据 广 (z) 在 ,上 无 零点 的 假设 ,可 以 认为 1(z) 在 A， 
у= 1 


上 是 单 叶 的 .否则 ,只 要 经 过 有 限 次 细 分 Av BIE. 

设 表示 等 位 线 |/(z)| = t, WEA (v> 1) 的 一 个 边 或 者 
与 产 无 交 , 或 者 相交 有 限 次 ,或 者 整个 地 属于 产 于 是 明显 地 ,满足 最 
后 这 种 情况 的 值 : 至 多 可 数 个 ,我 们 记 这 些 值 为 二 (= 1, 2, …). 
єг r (i= 1,2, …) 时 ,有 


+ x 
p(t А) = È p(5 Av), 
+= 
I(t A) = Y Ht â»), 
v=l 
+ x 
A= УА, 
v= t 


其 中 А, 表示 A, 的 面积 , 当 p(t, A.) = 0 时 ,有 L(t, A.) = 0. 对 于 这 种 
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2 А» 
нее, pig CAL -0 然后 进一步 根据 Schwarz 不 等 式 ,我 


pit A) 
们 判定 
I,A)? = РЕ: >! үр} 
Y GAL. Ур (£, Av) 
Zopa Aa тА) 


IEA)? ле A)? 
p(tA) “ут p(t, A.) ` 


最 后 , 通过 取 Lebesgue 意义 下 的 积分 ,并 且 对 Av 利用 (3. 20) R, R 
们 得 到 


+= + ос 


tm т А») + 
а 2x Av = 2пА. 
| оу muy < 各] > 


0 


于 是 定理 3. 3 完全 得 证 . 


3.2.2 应 用 


作为 定理 3.3 的 应 用 , 我 们 证 明 一 个 在 本 质 上 属于 A.Weitsman 
的 重要 结果 [9 ， | 

引 理 3.5 设 /(z) € Mlz <sR(0< R< +c) 上 全 
纯 , If(0)1= |, 并且 在 圆 jz1< r (0 < r < R) 内 存在 一 点 zo, 使 得 


则 在 区 间 1 = [ А, JA] 中 必定 存在 一 个 数 4', 使 得 导数 广 (z) 
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在 等 位 线 |f(z)| = 4' 上 无 零点 , 即 等 位 线 是 解析 的 , 并 且 下 述 事实 
成 立 : 考 虑 集合 


О(А) =E(z| U(z)| > А, |2]< К}. 


记 如 (4 ) 位 在 圆 |z| <r 内 部 分 且 含有 点 zo 的 连通 分 支 为 2 (A), 
则 对 于 闭 包 位 (A) 上 的 任意 两 个 点 zi 和 z2, 必定 可 以 找到 一 条 连接 
这 两 个 点 的 逐 段 解析 曲线 工 с 2, (A), 其 长 度 


mes L < 27 + 2iw (os 人 六 TCR 
并 且 对 位 在 上 上 的 点 z 有 


U(2)1> 4A; 11. 
ш. 当 re7r 和 0 和 9 <2r 时 有 


СО) – вее 2 100) 1294 - 12 150, 


于 是 
1 NÍR l 
a(r ie )< (97) N[ ош”) 
R \-1ї 1 
= (е) (л у ) 
t 
根据 Cartan 恒等式 有 


1 íz" 1 j 
去 上 | nr 702) te” ) ? 


-1 0 
s(a f(e) 
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«(5 ) “тал. 
进一步 根据 长 度 面积 原理 (定理 3. 3) 导 出 
А 一 
M 0) p<: (ов) 'Т(Е,/) 
а" r. 


R -1 
一 (ов) T(R,f) = Ko, 
其 中 1(t) 表示 等 位 线 [f(z)| = 上 在 圆 |z | < > 内 部 分 的 总 长 度 . 
我 们 记 I 中 满足 条 件 


PO > 2Ko 


t > JT JE -YA 


HI t 85 3 Ј, WA 


2 Y 
K, > | ! п) dt > Ke mesy, 
J t A 


V4 - Z 
BA 
Tyr 
< 
mes J > 
置 1*=1 一 J, 则 有 
— 4 

mes1* > 4 > 4 


当 tel* 时 ,我 们 判定 


PG) < 2K, 


ry 


` 189 · 


0 


МА = УА 
A кү 
= 一 一 =- 一“ 4п?г? ов) T(R, f), 
JA — ФА ( r 


I(t) «22 foe) Т(К, 7). 


另 一 方面 , 因为 导数 广 (z) 在 贺 |z| < R 上 至 多 有 有 限 个 零点 ， 
所 以 在 1* 中 存在 值 4', 使 得 等 位 线 |f(z)| = 4 上 无 广 (z) 的 零点 ， 
即 等 位 线 是 解析 的 .于 是 , 区域 9,( 4') 的 边界 组 成 或 为 等 位 线 或 为 
圆周 |z| = r 上 的 弧 段 ,并 且 贺 周 |z| = /不 能 与 等 位 线 相交 无 穷 多 个 
点 .否则 , 借助 于 逐次 解析 开拓 ,我 们 可 以 判定 整个 圆周 |z | = r 必定 
是 等 位 线 . 从 而 根据 最 大 模 原理 , 当 点 z 位 在 圆 |z| <r 内 时 
# U(z)| <А. 但 是 这 与 假设 1r(zo)| >4 相 矛盾 .因此 圆周 1z| 
= r 与 等 位 线 相交 至 多 有 限 个 点 , 故 ОКА) 的 边界 分 支 均 为 逐 段 解 
析 的 简单 闭 曲线 . 

考虑 TA) 相对 于 闭 平面 1z| < + co 的 补 集 .明显 地 , 这 个 补 
集 的 每 个 连通 分 支 均 是 单 连 通 域 , 并 且 它 们 的 边界 即 是 QA) 的 边 
ж, 因而 是 逐 段 解析 的 简单 闭 曲 线 . 其 次 ,这 个 补 集 的 连通 分 支 个 数 
VIAJ .否则 ,我 们 在 每 个 分 支 中 都 取 一 个 内 点 ,全 体 这 些 内 点 至 
少 存在 一 个 聚 点 , 这 个 聚 点 只 能 位 在 RA) HARE. AF AA) 
的 边界 是 逐 段 解析 曲线 ,所 以 是 局 部 可 分 的 , 即 存在 这 个 点 的 一 个 邻 
域 , 它 被 边界 曲线 分 成 两 个 不 相交 的 连通 分 支 , 使 得 一 个 分 支 属 
于 人 2( 4), 另 一 个 分 支 属于 О, ( А') 的 补 集 .这 样 一 来 ,所 选取 的 内 点 
中 至 少 有 两 个 属于 同一 个 分 支 , 从 而 与 我 们 内 点 的 取 法 相 矛 盾 ， 

xT ОКА) 上 的 任意 两 个 点 z, Mz, 我 们 首先 用 直线 段 连接 
点 z #2, 注意 这 个 直线 段 可 能 和 有 限 多 个 王 (4) 的 补 集 分 支 


相交 .如 果 设 这 个 直线 段 与 ОА) 的 一 个 补 集 分 支 忆 相交 , ШИ z, 
2, 分 别 表示 这 个 从 zl 到 zz 的 直线 段 与 天 的 边界 的 第 一 个 交点 和 
最 后 一 个 交点 .对 于 这 个 直线 段 介 于 忒 和 及 间 的 部 分 ,我 们 用 巨 的 边 
界 介 于 2 fll z; 间 的 部 分 取代 .于 是 按照 这 种 方式 , 我们 求 得 一 条 连 
Жел, lz, 点 的 逐 段 解析 曲线 上 с @,( А”), 其 长 度 


— вх 
mes L < 2r +24/2 ” [(юв-=—) T(R,f), 
并 且 对 上 上 的 z 有 有 
()l24 2 УА; 12| <, 


从 而 引 理 3. 5181. 


93.3. 具有 亏 值 的 亚 纯 函数 的 增长 性 
3.3.1. FARRIS M” 


设 f(z) 是 开平 面 |z| < + co 上 的 一 个 亚 纯 函数 , 其 级 为 4 和 下 
AA u 如 果 一 个 序列 pw, pn 一 二 oc(m 一 二 oo) 满 足 条 件 


т pa T” (р) < 
т-+= T(p,, f) зә 


则 称 序列 pv 为 ?序列 ,根据 Cartan AER, RITA ET f) 的 导 
ЖОТ'(т,/) 存在 .于 是 


dlog T(r, f) _ rT'(r,f) 


dlogr Tir, f) ` 


1) 本 节 内 容 引 自 文 [40b]. 
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因此 ,根据 级 1 和 下 级 1 的 定义 ,对 于 任意 值 》 H< 和 ? 系 1 必 定 存 在 ?》 
序列 .事实 上 ,首先 存在 序列 pm 使 得 


lim LETON _ 
m> + oo log Pm 


进一步 根据 中 值 定理 ,对 任意 取 定 的 值 N > 0 有 


log T( Pw f) 
m+ +o logpm 


тә + log Pm — log N 
> lim dlog T(r, f) 
m>+œ dlogr |,=~ 
Pm 
= lim т =» 


т» + оо Тр. f) 
ДФ N <р, <р, (m 2 ту). 于 是 ,我 们 可 以 选取 一 个 子 序列 Pr, > 
+ оо (k— + оо), 使 得 


log T Pmp f) P. Т (pn f) 
= lm — e- > lim —k 
у= ‚с log pm k— + Tl mp f) 


BBA, 是 一 个 ?- 序 列 . 
引 理 3.6 设 /(z) 是 开平 面 1z| < +оо 上 的 一 个 非常 数 亚 纯 画 _ 


лу > (o, Pete E) + (0, Nae( 27} (3. 21) 
其 中 


So = lim теѕ Е(р,„), 
m— + co 
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E(p,) = Е{Ө|\/(р„е*#)| >1,0<@<2л}. (3. 22) 


证 . В 
1 R2 — r2 
P (R, г, 0, Ф) = _—— : ———— —.b. А 
(R,r ) 2: В? – 2rRcos(0— Ф) +r? r<R 
则 有 
2л 
| P(R, r, Ө, Ф)40 = 1, 
0 
Р(К, г, 0, Ф) > 0, 
Р(К, у, 0, Ф) = Р(К, r, Ф 0). 
БЕ 


R? — Qre! Y 


9(К, ғ, у, о) = log Riet о) 


mn 外 , 只 Ren 充分 小 ,我 们 可 以 假设 /(z) EM Fo, 
— Em < |Z| <р, о 上 无 零点 和 极点 .于 是 , Pm 一 s, < p < p,, 时， 
根据 Doisson - Jensen 公式 有 


p= (m ( p,,, f) -m(p, f) ) 
Pa — P 


p 1 2g 
= log |f (Pme Р(р р, ñ 0)4 Gd0 
{| glf(p 1], (рь, р ) 


1 2 | 
_ 去 | | log (ре) IP (Pm Р, 0, 四 d049 
2r J st) J о 
1 我 们 可 以 认为 在 圆周 |2] = p, 上 无 A(z) 的 零点 和 极点 .否则 ,我 们 只 须 稍 许 改 


变 一 下 pw 的 值 . 
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1 
十 一 一 > | g (Pm р, 0, a,)d0 
Е(р) 


27 fea ола, <, 


1 
— -— g {Pm р, 0, ә}. 
2л PRA D lb < pm |, 


记 
Уо = ` | g (pm p, 0, a, ) do, 
Гау) = 0а < pmy Eip) 
У. = | g (Pm p, Ө, b,)480, 
ГО) = wb | <р E(p) 
则 进一步 导出 


pn(m(pmf) — т(р,ў)) 
Dx р 


1 | 2я 
= {| glroneoi | P(p,,, p, Ф 0)d Ado 
Pm — р (2т EC(pm) 0 


1 2 


一 一 一 oglf(owe") | | P am p, Ф 0)d Odo 
2л Jo tip) 


1 1 
зт TED 


m i P m P, Ф 0 аф 
-名 | 1ле”) { Уе» nodeg 
T JE СЕ(р) Dx — р 


L Pa І Plow p, Ф 0)4@ 


Іов 一 一 -一 六 一 
2r СЕ.) IS Pme) | Elp) Pm = p 


Pm 


Pm 
过 一， 3.2 
+ alpn — p) Хе mlp, — 2) Le (3.23) 


其 中 CE(p) #1 СЕ (pm) 分 别 表 示 E(p) ЯП Е(р„) 相对 于 [ 9, 2r ] 的 
补 集合 .注意 到 当 p 一 pm 时 有 


Ө, 
pm | g (pm, Pp a,) 40 
2л Е(р) pm = Р 


-zf P (Pm |а,1, Ө, arga, )d0 > 0, (3. 24) 
Е(0) 


Pm g (Pm p, 9, Б,) 
— Іт. S Pm ЕР, v ДӨ 
п(р,„, f) Эт 5 |, Papap. d 


-5| Р(р,, |b,|, Ө, argb,)d0 > 0, (3. 25) 
СЕ(р) 
以 及 


Pm | __ (pa —p)(p, + p) 
2л(рь — p) J ко Pim— 2p,pcos(0— Ф) + р? 


> Pa |" (pm + р)аВ 


л + mes СЕ(р) Pm = 2рр„сов B + p? 


1 f * ав 

=» — — —“— 
Л J + mes СЕ(рт) 1 — cos B 
1 mes CE (Pm) 


= 3.2 
z etg 4 (3.26) 


Pm f (Pm — р) (p, + р)4Ф 
2al Pm — р) скр På — 2ppmcos(0— Ф) + p? 


> 二 | (pw+p)d8 
п Jamese) Pm— 2PPmCOS Ê + p? 
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! [ ap L otg TEE Un). (3. 27) 


-> —— = 
л J] 4 mes ЕРт)1 — cos Ё x 


于 是 , 如 果 在 (3.23) 式 两 边 同 时 加 pnN’(pm,f) =n(pm/) 项 ,再 
命 p 一 pm, 然后 两 边 同 时 除 以 T(ps, 力 , 则 根据 (3.22), (3. 24), 
(3. 25), (3.26) 和 (3. 27) 式 我 们 判定 (3.21) 式 成 立 , 即 引 理 3.6 
得 证 . | 

设 /(z) 是 开平 面 |z| < + oo 上 的 一 个 下 级 为 的 亚 纯 函数 ,并 
且 至 少 有 两 个 亏 (На Ma, 其 相应 亏 量 5(a1,f)=61>0 
和 6(a2,f) = ó; >0. 作 交 换 | 


则 F(z) 以 0 和 oo 为 亏 值 , 其 相应 亏 量 5(0.F) = òla, f) = 6,20 
和 5(oo,F) = ó(a,,f) = б, >0, 以 及 F(z) 与 1/(z) 有 相同 的 下 级 
于 是 应 用 引 理 3. 6, 置 其 中 的 y = п, 我 们 就 得 到 А. Edrei- W. Fuchs 
的 一 个 结果 159. 

定理 3.4 设 /(z) 是 开平 面 1z| < + oo 上 的 一 个 亚 纯 函 数 , 并且 
具有 两 个 亏 值 , 则 其 下 级 >0. 

ж. 下 级 为 零 的 亚 纯 函数 至 多 具有 一 个 亏 值 . 

早期 ,G. Valiron 已 经 证 明了 有 堆 级 亚 纯 函数 至 多 具有 一 个 亏 
(89%. 

#4 /(2) 是 整 函数 时 ,我 们 可 以 得 到 更 强 的 结果 [It . 

定理 3.5 设 /(z) 是 开平 面 1z|1< +o 上 的 一 个 整 函 数 ,并 且 具 


有 一 个 有 穷 亏 值 , 则 其 下 级 >. 


我 们 将 在 $4.2 节 给 出 这 个 定理 的 证 明 . 
现在 继续 对 F(z) 作 讨 论 . 首 先 , 类 似 于 引 理 3.6 的 证 明 过 程 ,我 
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们 可 以 判定 存在 一 个 依赖 于 б, 和 ó, ИШЕ т = n(ó,, ó,) >0, 使 得 


= RT(R,F) 
一 -> 3, 28 
тару?" (3. 28) 


进 -- 步 ,对 任意 值 c > 1, 根据 中 值 定理 有 


log Т(от, F) — log T(r, F) _ КТ(К,Е) 


logar — logr T(R,F) ' "<К <от. 
于 是 
lim log T(or, F) — log T(r, F) 
r+ logo 
RT'(R, Е) 
Zm TRF) 7" (3. 29) 
另 一 方面 ,根据 第 一 基本 定理 有 
T(or, F) < T(or,f) +0(1), (3. 30) 
T(r,F) > T(r,f) —O(1). (3.31) 


于 是 ,根据 (3. 29), (3. 30) 和 (3. 31) £, 我们 得 到 


lim LETN ов TN — y, 
r= +o logo 


， T(or,f) 
lim —— Y а", 
rw T(r,f) 


从 而 证 明了 下 述 结 果 : 605 
引 理 3.7 设 /(z) 是 开平 面 1jzj < + со 上 的 一 个 亚 纯 函数 , А. 
有 两 个 亏 值 a; Ma, 其 相应 亏 量 56(a1, 门 = ó, >0,ó(a,,f) = ó; 
>0, 则 存在 一 个 依赖 于 5, 和 6 的 正 数 1 = nl, d), 使 得 对 任意 
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Т(вт, f) n- 
с тл > 


3.3.2. 关于 亏 值 的 一 个 引 理 


我 们 首先 证 明 下 述 引 理 ; 

引 理 3.8 f(z) ЕЙ |z] < R(1 < R < +оо) E p Sl Pñ 
a(i = 1,2,- n(R' у= o )) t f(z) # |2|<К'(1<К'<К) 
内 的 极点 , (у) EEF X n(R', f = oo) 个 点 及 正 数理 的 欧 氏 除外 
圆 , 则 对 于 位 在 圆 |z| <r (4e8<r <К') 内 并 在 圆 (y) 外 的 点 z, 有 


、 о 
- R' H 
кал! < 二 人 + 一 条 一 TCR (3.32) 


证 .应 用 Poison -Jensen 公式 , 当 |z | < 工时 有 


R' +r 
R'—r 


log|f(z)| < m(R', f) 


n(R', f = exo) 
+ log 


R? —@т 
R'(z — ш) 


R'+r 
R'—r 


人 


m(R', f) + n(R',f = oo)log(2R') 
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进 -- 步 当 zE (y) 时 ,导出 


R' 2R’ 
log|/(z)| < mR, f) jn(R f= wlog 26. 
= g 
注意 到 
R — 
n(R',f = оо) < 一 天 -| =) 0.0), 
log-p7 „y0 


则 得 (3. 32) 式 , 即 引 理 3.8 得 证 . 

以 下 ,我 们 证 明 一 个 关于 亏 值 的 重要 引 理 : 

引 理 3.9 设 /(z) 是 开平 面 |z| < + оо 上 的 一 个 亚 纯 函 数 , 具 
有 p 个 亏 值 a, (у= 1, 2, . pil < p< + оо), HHF Elan f) 
= 6,>0. 当 aq, 对 0{1gvsgp) 时 , 设 


J)a, = с + с, с # 0. 


置 
ô= min {55}, 
1<y<p 
lal = так Íla,dl,a,= ос}, (3. 33) 
I1<v<p 
[c| = min {|с,|,а‚# =}, (3. 34) 
1<0єр 
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和 任意 取 定 数 h(h>0), H(H > 0) # K > 0(hH < K < 2hK ) A 
Жо, 0 < o < h. 如 果 对 基 个 充分 大 的 值 n r> METERA: 
Т(те*, f) < ект, f) (1 + O(1) ) < 2eKT(r, f ), (3. 35) 


以 及 当 R > r RAN 


+ T(R,D) < m(R, a), у= 1, 2, p; (3. 36) 
1 

TÍ R, <2T(R,f), v=1,2, p ` (3. 37) 
/— a 

токуу | #1082 + tog" o *|а| Лов? ор+ + Lh 

T(R,f) Ë [ET 


1)е° 


1 
= + log* z 


3 
+3K + 3log + 


+ 2(2р + 1) 


+ 2log + 2108 + 31og* пел | 


< : (3. 38) 
则 在 区 间 [r eer] 中 必定 存在 值 R 和 一 个 相应 的 值 68(0 和 0 < 2л) 
集合 E,(R) (1 < v < р), 18924 бєЕ,(К)Жй a, т oo 时 有 


oR ZT > 全 TUR.]， (3. 39) 


Š 
= T(R, f); (3.40) 


1 
вр (Rey > $ 
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而 当 a, = oo 时 ,有 


А ó 
юв lf(Re®) |> È T(R, f), 
+н. 
лд 
> 
тез Е (К) wa PF ео ñ 2 " 16(p + Lje tA 
eb 一 er h °® ez 一 1 
= M (ó, h, H, a) > 0. (3.41) 


iF. 我 们 不 妨 假设 av 关 oo (1 < v< p) 否则 ,只 和 需 对 证 明 作 一 
个 十 分 明显 的 修正 Ek f(z) ТЕ Bl |z < геї" р ñj a, – 值 点 为 a,j(j 
= 1,2, п(теїћ, а„) ), $£ яд H б„(т = 1,2,-.-.,n(re*, co) ), (y), 
是 相应 于 这 п(геї*, a TARER Н, 的 欧 氏 除 外 圆 . 置 


N = n(ret о) + Ў n(ret*, ah， 


у=1 


р поета) / 
07-01 U (a< AD 
у=1 j=i 


Pe o) 


UÍ U (а) 


(у) = U UOY, 


(у) 的 半径 和 不 超过 2e(p + 1)Н,. #Ж 


Н e — 1 
= -一 一 一 一 一 一 上 
t ge(p+1) ' 


WEKE [r, re] F frfe (ñ R, 使 得 圆周 |z1= 及 与 (?) 无 交 . 再 置 


1 6 
E,(R)= fojo < 0 < 2л, оту а] > tap) 
(3. 42) 
以 下 我 们 证 明 
mesE,(R)> М(ӧ, h, Н, с). (3. 43) 


首先 ,根据 (3. 36) 103. 39), 我 们 有 
д . 1 2п ‚ 1 
у ТОК) < m(R, a,) -去 | log Re aT” 


i 


ô 
< 一 一 log + — 4@ + —-Т(К, f), 
2n L. 8 ІА Ке'®у— а, 4 (6.7 
$ 1 1 
-| TOR, f) < — log ——— 46. 3. 44 
和 (4) 


其 次 ,应 用 引 理 3.8,， 置 其 中 的 r= re, R = геї", R = ге! 和 (7) 
= (7)， 由 (3. 了 2) 式 给 出 
1 ais 

(Ке?) — a| 


2. 16(р+ 1)е! '** . 1! 
+ h log- 万 -了 一 Т е. fa. . 


将 此 式 代入 (3. 44) È, 并 注意 到 hH < K < 2АН, (3. 37) #(3. 35) 


式 , 即 得 (3. 43). 
现在 证 明 (3.40) 式 .首先 根据 (1.35) 式 ,我们 判定 当 z 
= Ке, Ge E,(R),zE(y) 时 有 
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log 
° G) а, 


1 
< log! (ret) + 2log' mR 


+ 21082 + log* Т( ге", f — a,) 


1 
+ log* log! - 
[с 


v 


| D +1082 


n (re, а) + пей", оо). 
К 


„{ 4(p+1)RN 
+ log (епа ) 


+ logt 


R 
+ — LL o — 
+ log геї" — R 


进一步 根据 (3. 33) F (3. 34) 式 以 及 1 < r < R < res, 可 以 导出 


+ 21052. 


1 
< Іов (re#*) + 3log -a 


2\77 _ 
f(z}—a, 


+ 3log2 + Іор? Т(ге**, f) + log*log+|al 
+ 1022 + logtlog* тт + 2logt N + log R 
с 


+ 4e’ (p+1) 


+ log 


再 根据 (3. 37) 式 有 


+ 21082. 


N = п(теё", оо) + ў n(reth а,) 


у= 1 


1 1 
DREMA logt logt 一 一 代 震 (1.35) 式 中 的 log’ logt 一 一 一 一 一 . 
› og log Т (1.35) og` log" Oa] 


203. 


2 м œ) + x N(reh, а É" 


<— тее Л) + > (rz. КЕС яа)! 


<2-02р + 1) T(res, f). 


| = 


于 是 


1 
Lo 2) толы +h + АШ 


1 1 
+ + o 
+ 106 log [с] + 3log LSID 


4e°(p + 1) 


一 + 2log 


+ logt + 020+) 


+ logr + 3106 Т(ге*, f) + log К. 


最 后 根据 (3. 39), (3. 35) #003. 38 ) 式 ,我 们 判定 


log* + TRP), 


1 > 
If (Ке!) | 
Вр (3. 40) 式 成 立 ,从 而 引 理 3. 9 完全 得 证 . 


3. 3, 3， 亚 纯 函 数 的 增长 性 与 零点 和 极点 分 布 


我 们 考虑 一 个 具有 气 值 的 亚 纯 函 数 的 增长 性 与 它 的 零点 和 极点 
分 布 或 Julia 方向 分 布 间 的 关系 ,证 明了 下 述 结果 :9 

定理 3.6 设 f/(z) 是 开平 面 |z| < + oo 上 的 一 个 亚 纯 熙 数 , R. 
# — + Ë £ # #5 IE.A(0.) (k = 1,2,..., q;0 < 0, < 0, < 
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< 904.1 = 0, + 2л) 2 28 Е04(1<а< + о) жаа, 并 
且 对 任意 小 的 数 e > 0 有 


q 
. bs n] U BCO + , Orsi — клх 
т к= 1 


lim = 0, 
ғ» + æo logr 


X = 0, о. (3.45) 
则 当下 级 4 < + oo В, VARA < 一 ,其 中 


w = пип {0,.: ~ 60, }. 
1<k<q 


ш. (1) 首 先 根据 下 级 的 定义 ,存在 序列 {mm) ,mm < гу — 
+ oo (и + оо), 48 


log T(r,, f) 


=u < . 
пә + o log r, H + oœ 


然后 任意 取 定 数 hH0O<j< + оо), h (0<h < h) ЖП 
Н ( mar Ан) #HE 


K, =h (3 + 全 名 кек), 


Е = Е{1:|Т(е*, f) < eT, f) 
Ж Т(еч, f) < ект, 5), 2 r > 1}, (3. 46) 


Eror =EN [ло, ғ, ], 
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则 根据 引 理 2. 1 有 


lim 


aayo logr, 


| ри. 
Н 


天 [ro,rn] t 

设 a 是 f(z) 的 一 个 非 零 有 穷 亏 值 , 其 相应 亏 量 6(a, f) = ó > 0. 
根据 引 理 3. 9, 我 们 判定 对 于 任意 取 定 的 什 o( 0 << Th ) 和 充 
分 大 的 值 re E, 在 区 间 [bect] 内 必定 存在 值 和 与 之 相应 的 
值 9(0 < 0 < 27) 集 合 E(R,), 使 得 当 0eE(R,) 时 有 


log 


1 ô 
Р = б , . 47 
(Rea > 4 (Ref) (3.47) 
并 且 
mes E(R,) > M = M (ó, h,, H, s) > 0. 


现在 ,我 们 任意 取 定数 & 


O<e<mi о M 

тип PE? 

则 根据 (3. 45 ) 式 有 

bg л] URM +a 6), f= x] 
k=1 


lim = 0, 
ғ» + о log r 


X = 0, oo. (3. 48) 


9 一 方面 ,在 9 个 集合 ER) 门 [6 + 28, 0,., — 2e] (k 
=12…9) 中 至 少 存在 一 个 集 # E(R,)[)[0, + 2, Ө, +i 
一 22] (1 < k, <q), 使 得 


M 
тез { E(R)fN LO + 2, Ө, ,, — 2] ) >з. (3:49) 
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(2) 通 过 旋转 变换 ze- 了 out+st 可 以 将 9(6 +=, Ө, — E) 
1 
EHAO, б), Ө = (0. — б) 2 因此 ,我 们 不 护 假定 


О (O, + є, РЕ = ғ) = 0(— 0, 0). 明显 地 ,存在 值 x(1 < x < 2) 


使 得 了 (<) „о, оо. 作 变 换 
fla) 
[=й = 20728. (3. 50) 
228 + 028 


M] 02(— 0, Ө) ЖС PO BL L BS УА || < 1, 点 z= «УСЫ | 
的 原点 5=0 进一步 根据 引 理 2.9, 我 们 判定 (一 0+e,0 
一 ca， 及) 在 5 平面 上 的 像 域 必 定 含 于 圆 尼 | < р 内 ,而 


о=1—- R 2. (3.51) 
1 
|41 < 了 3-(1+p) 在 z 平 面 上 的 原 像 含 于 域 2( 0, 0: Ri) 内 ,而 
26 
ЕЭ “КЬ (3. 52) 


1 
并 且 当 |s1< 王 (1+P) 时 有 


= e) Ol 


л 


20 
I+ т 
<> ( °) ROE, (3. 53) 
п 
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其 中 z(6) 是 (3. 50) 式 的 逆 变 换 .继续 作 变 换 


2 
和 (一 (3. 54) 


Ж ЖШ ЕИ < — (1 +p) 变 为 8 平面 上 的 单位 加 1s1 < 1, 
ШШ | < po EAEE < ç, 而 


(3. 55) 


10606) A (3. 54) 式 的 道 变 换 ， 则 有 二 <16()1<1. 表 记 z(&) 
=2((&)), 则 根据 (3. 53 ) 式 ,我 们 判定 当 |€|< 1 时 有 


0 В 1 

这 € x 

-一 一 上 一 一 一 < А 

_ (че) g SIZO 


28 ` 
i+ x 
< 288 (2) R+S. (3. 56) 


л € 


明显 地 ,z 平 面 上 的 圆 弧 Г(— 6, 0, R,) 在 上 平面 上 的 像 到 (一 9 0, 
R,) 正 交 于 单位 圆周 iz] = 1, 以 及 圆 弧 T'( — 0 + s, 0 + s; R,) EEF 
面 上 的 像 Г(—0+ в, Ө—; К,) ТЕ || < z 8. 8 


2 ЕЛ6 oa 
ёо = 一 一 =, (3. 57) 
° 1+p К,26 +a? 
则 有 eos T.(— 0 + š, 0 — s; К,). FER 
х= х(ё) = š — ёо , (3. 58) 


1 — ¢oé 
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MH T.( — 0, .0R) 变 为 x 平 面 上 的 一 条 通过 原点 x=0 的 直线 段 
Г.(— 0, 0; К,). 另 一 方面 , (3. 58) REREH A 


Eseo. 


于 是 当 |x|<1 时 有 


1— čo , 2 
EA 


进一步 根据 (3. 57) 式 ,我 们 有 


х x 
2 R,29 — 026 


I— čo = 1 — 
ёо Гер 


_к_ -于 
К, 28 + x20 


(в азе) 一 Күзе + За 


(+p) (R + эл») 


再 注意 到 1<u<2， 0<e< 以 及 0 <o < 2n,， 则 根据 (3. 51) 
式 , 我 们 判定 


1 ¿o > Rr 3. 


于 是 


L RTS <E (x) |< 2R. (3. 59) 
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1Ё2(х)= 2(&(&(х))), 
<1 ЯН 


x0 £ Va 1 1+ 3 ， 
= |z (x)| 
m (890) À R, 


20 

2 

< 2% (=) RF. (3. 60) 
л E 


(3) 置 F(6)=f(z(L(8))). 明显 地 ， Бб) xz0, om， 于 是 根 


据 Jensen-Nevanlinna 公式 , 对 于 任意 值 r, 0 < r < 1, 我 们 有 


POJ m(n E) n(n E 
F(0) | É F Е 
А 


则 根据 (3. 56) #1 (3. 59) 式 ,我 们 判定 当 |x| 


log 


<Í r 后 )-"( n ENC F) 
(а) а) ав) 


1 ] 一 
另 一 方面 ,我 们 以 F(&) 的 每 个 零点 和 极点 为 心 ,以 二 .一 ( 
=n(1, F=0)+ n(1, келж ани кеже 


1 3 
则 (7)。 的 半径 之 和 不 超过 -3 一 5 于 是 在 区 间 | = +1 j 


` 4 
al Ttr dstr Janneau в, PBNA uli 


= 1,2) 均 与 贺 (y)s 无 交 . 以 下 , 我们 利 
“210. 


Ж (3.61) Ж 7 116 


ШЕ т) нА = 0). 

а ане, в) 其 中 0 <r < ET, ни 
Ж | SAO) ЖЖ. БЕШ |21 = т 在 z 平 面 上 的 像 为 让 ,Ph 
表示 F(&) 的 一 个 零点 或 极点 , 它 在 z 平 面 上 的 像 为 B, 了 是 6 到 的 
最 短 连 线 ,在 < 平面 上 的 像 为 上 根据 假设 ,圆周 |z| = r ERO) 
外 ,于 是 我 们 判定 了 的 长 度 


mest = | = | 
t k 


1—т 1 
> min |z' 一 一 一 一 “一 一 (3. 62) 
min| (8015555 N 


进一步 根据 (3. 48) 和 (3. 52) 式 ,对 于 任意 取 定 的 数 ; > 0, 只 要 teE 
充分 大 就 有 
nit, F=0)+n(l,F=o) 
<п(0(- 0+2, O-R), f=0) 


+níQ(—0, +e, Ü— s R ),f= со} 


80 Y= 
<ar =э'{ +”) К", (3. 63) 


于 是 (3. 56), (3. 62), (3. 63) 和 (3. 64 ) 式 给 出 


r>% 1 ./1 20 а+т/ | yrtit" 
mest 2-чу x \ 80 К, 


саяи 
= АК, 0 +728+*9, 


其 中 4 > 0 是 与 ! 无 关 的 常数 . 另 一 方面 , ВИМ |; | = 1 在 2 平面 上 
的 像 为 石 三 与 万 之 间 的 距离 为 4d( T, D, [为 连接 九 和 大 上 最 近 
两 点 间 的 直线 段 ,! 在 :平面 上 的 像 为 1 于 是 我 们 有 
4(Гў г) те (1 | (205 )145| 
& 


> min|z(¿) | (1 — r) 
ile 


Г l~r 
> min |Z (0) | Í 16 ) 


> АКГ (1+3 +"), 


FE. R MAHE) fz z Iñi БАТ AD r BJ EE 
离 > AR (1+32 +"), 

现在 我 们 应 用 (1. 35) 式 , 置 其 中 的 r = К,, р = 2R， 则 当 |z| 
< Ri 时 有 
f(z) 
f(z) 


а) < log* 2R, + 108 * T(2R, f) 


+ п(2К,) 
К, 


十 log+ К, +0(1), 


+ log 5() 


“212 ， 


其 中 65(z) 表 示 点 z 到 f(z) 的 零点 和 极点 的 最 小 距离 , 以 及 


n(2R,)= "(28,, +] + n(2R,, f). 


f 
注意 到 
n(2R,, f) < s N "л 4 
< [ (ая, ) оов уг) | 
log2 2R, 
< з Т(48, f) 

和 

n(28, L) <-орз (n f] 
则 有 


n(2R, ) <- 


y TR, f) + 0(1). 


于 是 ,特别 地 当 ze 六 时 有 
og т 2) 


< 4log[R,T(4R 门 ]+0O(1)， (3.65) 


其 中 4 < + oo 是 与 上 无 关 的 常数 ,进一步 根据 等 式 


F' _ , 
772 6) 
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以 及 根据 (3. S6) 和 (3. 65) <, ц |£ |— r 时 ,我 们 得 到 


log* тор | жїк 12708) 1 
| 
< Alog[ R,T(4R f) ] + log R1 +20 + O(1) 
< Alog[ R,T(4R,,/) ] + O(1) 
进而 我 们 判定 当 0 < U <s. 并 且 圆周 1e| = r” (у); EZE 


# 
"(= 1) Alog[ R,T(4R,,f) ] + 0(1), (3.66) 
JERA < + > Уг. 


2 其 次 估计 mm( z, r) 根据 (3. 61) 和 (3. 66) 式 , 置 其 中 的 / 
= Т! = Ty, 我 们 得 到 


Е'(0 F 
log um < Авт, )1- m[ n. g ) 
+Al: Jl jY Nf a, 2 
| 1 +» Е 
на жо о ЕЙ F(0) #0, о. 我 们 任意 取 定 


Е(0) 
Жао, О < ao < т, 则 有 


Nír, Е) + (+. +) 


214. 


一 | ! — dt + | ! пао) dt 


0 о 


с 一 тү t F = хх) 
= | "вте + | MG F= o) y 


о oo t 


nao tF =0 И ‚Е = 0 
+ 了 + | Ea 


0 


a 


о 
«ОА о) „у, [VICES 1 
ҺӘР t 0 t 
+ !n(L,F=0)+n(L F = ос) log. 
To 
进一步 根据 (3. 63 ) 式 我 们 判定 , 对 于 充分 大 的 teE 有 


1 
N(r,F) + N (=) < BRÍ, 


其 中 B < + 是 与 1 无 关 的 常数 . 于 是 


Е'(0) 
e| Е(0) 


Е 
< Alog[ R, T(4R,f) ] + BR! — m( s =) 


F 
"(= +) < Alog[ R,T(4R,, f) J + BR; + log 


Е(0) 
F' (0) | 


因此 , 当 re E 充分 大 时 ,我 们 判定 
F an 
"(2.6 )< Ri log T(4R,,f). (3.67) 


3) 最 后 估计 nr 已 =0). 根据 (3.61) 和 (3.66) 式 , 置 其 中 的 
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r = T = т, 我 们 得 到 


Е 
Е 


log 


(0) п 1 
(0) | < Alog[ R,T(4R,,f) ] + BR! — Мете) 


ВЯ F'(0) = 0, WE 


1 t2 tF = 0 一 
N [> = )> | rF =O) а> CU nf, F = 0), 


F 4 t T2 
进一步 有 
а 1 р-р) 
=- R, О <т,<1 
320 * 2 
于 是 


1 x 
ДЕ +) > C: R; 29 п(т,, Е = 0), 


其 中 C > 0 是 与 teE 无 关 的 常数 ,进而 得 到 


< Alog[R,T(4R,, f) ] 


| Е' (0) 
F(0) 


+ BR! СЕ 36 n (z), F' = 0). 


因此 ,对 于 充分 大 的 teE, 我 们 判定 
п(т,Е' = 0) < RE *2"]ogT(4R,, f) (3. 68) 
4) ЖЕ, (К,) = Е{К,е |0єЕ(Е,)(\[9, + 2e, 0, +, — 28])- 
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根据 (3, 47) 式 , ze E, (R) A 


6 1 
—; T(R, f) < log Fa 


进一步 根据 恒等式 


! _1 fa) Í уба) -了 
М) а a fa) Uf-a Де) S 


我 们 判定 当 ze E, (R,) Ff 
ro 
f(z)— 


f(z) 
Рб) 


f'(z) 


— ? т R, f) < log* 27 


+ logt 


+ logt 


|+ оо). (3. 69) 


以 下 ,我 们 对 (3. 69) 式 右 端 各 项 分 别 进 行 合计. 
1) 首 先 根据 (3. 49) 式 有 


M 
mes E,(R,) 之 За Ке 


然后 , 我 们 以 f(z) 的 每 个 零点 和 极点 以 及 a 值 点 为 心 ， 
以 好 .AN = n(2R,,f=0)+n(2R,, f= оо) + п(28,, f 

84 N . 
= а)) 为 半径 作 圆 ,其 全 体 记 为 (y),。 则 (y), 的 半径 之 和 不 超 


= E,(R,) 一 [E.(R)( 门 (7):], WA 


M 
mes Ê, (R,) > — R, > 0. 
44 


ЦЕ геЁ, (有 R) 时 ,类 似 于 (3. 65) 式 的 证 明 , 我 们 可 以 判定 


log+ LG) < Alog[ R,T(4R,, f) ] + O(1) (3.70) 
f(z) 
和 
юг | L 
og < Alog[R,T(4R,, f)]+0(1), (3.71) 
f(z)—a 


其 中 4 > 0 是 与 1 无 关 的 常数 . 

2) а, (у= 1,2, n(t F = 0))&Е'(г) || < z, W BS 
零点 .应 用 Poisson-Jensen A R, 置 其 中 的 y=71,p=7T1， 则 
当 |<l 和 rz 时 ,我 们 得 到 


F(¿) fl 十 T Е se = 0) 这 一 2 
1 < 1, 一 |. 
98 Е) | е, т (= Р )* 2 оа) 
注意 到 
т{—й,ё& _ 1-а, 12-а, 
т{(ёЁ—а„)| | ё-а, || (1 — a,ë) 
_ a, 
< 1 — a; Was т? 
<| ё — a, 1—а,ё 
1—а,& [2,2] 
<) & — а, (1+ ті ) 
1-а, 
ЕЕЕ, 
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则 当 1e|< Tt 时 有 


+ n(z,, F = 0)log 2. (3. 72) 

É Ë, (R) Æ £ ЯП x ЕЩ НОНА Ё, (R,) f Ë. (R,). 明 

E 地 ,有 (Ri)c [.(— 0 +s, 0 —sR,) 和 E(R)c I;( — Ө, 0;R,), 
以 及 根据 (3. 60) 式 有 


M 
к< |. ма |. Iz’ (č) 1141 
4 E,(R) ЕДК) 


= f Iz (x) | [dx] 


E.(R,) 


20 
<< | R! +$ mes Ë, (А,), 


х Е 


20 
Мя BE Urs я 
mes Ё, (R,) > 164 тен (чю) Rr. (3. 73) 


进一步 设 (?): 是 相应 于 这 m(rb F = 0) ААН, 的 伪 非 欧 除外 
EJ, 则 其 半径 之 和 不 超过 2eB,. (у), 是 (7) :在 x 平 面 上 的 像 . 于 
是 (7)“ 的 伪 非 欧 半径 之 和 不 超过 2eHi. 注意 到 一 个 伪 非 欧 圆 的 伪 非 
欧 半 径 不 小 于 该 圆 的 欧 氏 半径 , 以 及 Г, ( 一 9, 8:R,) 是 一 条 直线 段 .于 
是 若 取 


Мт e Му ү 
H, = —— 3. 74 
! u (=): (3.74) 


WE Ê (R) EUERE AE (y) 记 xi 在 上 平面 上 的 像 为 6， 
M| eË,(R,) 8.8 (y); 于 是 根据 (2. 72) 式 , 当 上 = 时 ,我 们 有 


F(¿,) 2 ( =) 2 
lo - < m| т, — |+ nlt, F = 0)log——. 
s Fl 71-7 ” F ! ) °H, 

注意 到 
Ї+т 1 E _ 
t —t 2 > -t> zP) 20, 


以 及 根据 (3. 67), (3. 68) 和 (3. 74) 式 我 们 判定 


oe EED FE 


< AR, = + mlog T(4R,,f) 
F (6) | of 


+ А, at+zlogRie + O(1) 


< AR 29 *?л]ор T(4R,, f) + О(1), (3.75) 


其 中 4>0 是 与 1 无 关 的 常数 00, 在 z Р ЕЮ Az, 
则 zi eB,(R,). 于 是 根据 等 式 


f(z1) Е(&,) 


fa) РФ) С 
我 们 有 
十 /(,) + Е(&,) + 0 
Іов F (z) |< 10 FE) +log*|z'(&)l. 


进一步 根据 (3. 56) 和 (3. 75) 式 得 到 


log+ < AR, 28 *2n]og T(4R,, f) 


те? 


· 220 · 


+logR1*2% + О(1) 


< АКү?8 +2nlog T(4R1,f) + О(1), (3. 76) 


其 中 4< +oo 是 与 ! 无 关 的 常数 .最 后 (3. 69), (3. 70), (3. 71) 
和 (3. 76) 式 给 出 


T(R, f) < АК, 26 *?"]ор T(4R,,f) + О(1), 
其 中 4 < + со 是 与 :无 关 的 常数 .进一步 根据 h 取 法 的 任意 性 ,我 们 
mamtn tgse (E) <e, ЖАК, <et. 于 是 根据 (3. 46) 
RA 


T(R, f) < АК, 20 *2"]og T(t, f) + 0(1), 
即 对 于 充分 大 的 值 te 巨 有 
T(t,f) < ACT + log T(t f) +0(1) 


< Ato T *211ор T(t,f) + O(1), 
其 中 4 < + oo 是 与 上 无 关 的 常数 ,因此 


= logT(t f) л 

1 < 2y. 
aqa logt w — 2e +21 
ieE 


е» Оу — 0, 我们 判定 


lim JBTE ст (3. 77) 
++ 0 logt w 
te E 
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进一步 根据 引 理 2. 1 , 我 们 有 


. dt л 
lim — > Í — . 

+= logt Efro Í Но 
ТЄ Е 


进而 有 


一 一 1 
lim J т (3. 78) 
г +0 log t СЕ сї] t Ho 


ЕФ CELro t] = [ro t] 一 EE[ro, t]. РЕ РАУ K {ЙИ te E, 
щн >-5® 时 ,我 们 判定 在 区 间 [n t *7й»- ) 中 必定 存在 值 zeE 事 


2л 


实 上 , 如 果 不 然 , 则 有 [bb+ao] < СЕ[т, 48877, 取 值 1", 使 


得 teE 且 有 [t,t*)c CE[r t], HBE t > г! + 于 是 ,一 方 
面 ,我 们 有 


rt 
—— = logt” — logt. 
ОЁ 


另 一 方面 ,根据 (3. 78) 式 得 到 


~ dt Зл 
— g — " 
‚т S уно 198 
即 有 
logt” — logt < 3 iogr 
g BES Ho ОВ!» 


1+ 2л 1 Зл lot < [1 Зл 
Но 2Но ов 5 2Но 
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jos t” < logt, 


2r < 3л 1.27 н< 
Ho ` 2Но ° 5 : 


{н E x ЫН ЮАНА. JJ, А] E Ж Wk лену Sk > 0, W 
据 (3. 77) 式 有 


TN < T(r,f) se t СФ +л)(1+-й 


— logT(t,f) л 2r 

< —— |. 
m. logt (z + ')( + Ho ) 
të E 


f H — + co 和 1 — 0, 我 们 得 到 


im log T(t, f) < л . 
t— +m logt CD 
IEE 


再 结合 (3.77) 式 , 我 们 判定 f(z) 的 级 14< 一， 即 定理 3.6 完全 得 
ШЕ. 


在 定理 3. 6 的 假设 中 , PB Julia 方向 的 分 布 代替 零点 和 极点 的 分 
布 , 则 有 下 述 结果 : 

定理 3.7 设 /(z) 是 开平 面 |z| < + oo 上 的 一 个 亚 纯 函 数 , А. 
有 一 个 亏 值 z 和 4g (1 < q < + со) #Julia yB] A(0,) (k = 1, 2, ---, 
_ qQ:0 < 0, < 0, <... < 0, < 2m0,,, = 9, + 2л), 如 果 下 级 /< + co, 


则 必 有 级 1 < =, 其 中 


w = тіп {Ө у — 6, }. 
146 <q 


证 .根据 定理 2 13 和 有 限 覆盖 定理 ,我 们 判定 存在 三 个 判别 复 
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Жо, 有 ,7 使 得 对 任意 小 的 数 > 0 有 


4 
los * nd U (O, + е, Orti -n=X) 
lim к=1 


= 0, 
г> + о ов ғ 


X = о, В, у. 


明显 地 ,&, 8,? 三 个 值 中 , 至 少 有 两 个 ,不 妨 假设 ВА а. 作 变 
换 


Л) =a 
FO оу 


则 F(z) 是 开平 面 1z| < + oo 上 的 一 个 亚 纯 函 数 , 具有 一 个 亏 


值 -5 二 7, 并 且 对 任意 小 的 数 s > 0 有 


4 
log* nf (J P (0, +e, Ori -aF =x} 
=— к=1 


lim = 0, 
к + x log r 


X = 0, со. 
于 是 根据 定理 3.6, 我 们 判定 F(z) 的 级 4< 一 -, 即 /(z) 的 


级 4 < 一 ,从 而 定理 3.7 得 证 ， 


$ 3.4. Weitsman 定理 


引 理 3. 10 B/C) 是 开平 面 |z| < + co 上 的 一 个 超越 亚 纯 函 
数 ,并 且 f(z) 的 亏 量 总 和 


A) = }`д(а„/) = 2, ó(a, f) > 0, (3. 79) 
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则 有 


T(r,f) _„_ 
т TCD = 2 – (оо, Ј), 
r€ Ер 
其 中 Eo 的 线性 测度 mes Eo < 2. | 
证 .根据 条 件 (3. 79), 对 任意 小 的 数 e > 0, 只 要 4 充分 大 ,就 有 


Y б(а„/) + ôC% f) > 2 — 8, (3.80; 


у=1 


其 中 a, 是 f(z) 的 有 穷 亏 值 . 现 在 ,根据 (1. 45) 式 ,我 们 有 


mira) <m(r È 2 )+ош 


ime 


а, 


< nm 人 5) + S (r, f) 


r.) (5) + s.p, (3.81) 


以 及 
Tir, f) =m(r,f') + N(r,f') 


(5) +m(r, f) +N(r,f') 
< T(r, f) + N (r, f) +S (r.f), (3. 82) 
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ЖФ S(r, f) 具有 定理 1. 4 中 余 项 的 性 质 , 即 
S(r,f) =Ollog[rT(r,f)];, 


但 可 能 要 除去 一 个 关于 值 > 的 例外 集合 Eo, mes E, < 2, 并且 Eo 
Уа, (у = 1,2,…, 9) 和 4 无 关 . 进 一 步 ,根据 几 z) 是 超越 亚 纯 函 数 的 
假设 ,我 们 有 


Sn 门 =ofTm 门 }(r 一 二 oo),rEEo. (3. 83) 
因此 ; (3. 82) 式 给 出 


lim T(r, 7) 
ım 


kys TGP < 2—6б(оо,/). 


另 一 方面 , (3. 80) 和 (3. 81) 式 给 出 


. TOP) 
2—2(=/) —е< lim ТЕЗ 


由 于 s 可 以 任意 小 ,所 以 我 们 判定 


lim 

ato ТОБУ) 

г + =2— $ . 3. 84 
кк, T(r 2 — ó(a,f) ( ) 


1 
n(n 
iim 7) то) & „ та) 
ме Gf) күк T(r, f’) TD T(r, f) 
<i g TOD .So 


ЖҮ TS) Тр) ` 
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HR (3. 80), (3. 83) 和 (3. 84) 式 , 我 们 得 到 


‚зе T(r,f') “2— б(со,/) 


于 是 引 理 3. 10 得 证 . 

以 下 我 们 证 明 А. Weitsman 的 一 个 重要 结果 Ko , 

定理 3.8 设 /(z) EFEK |z| < + oo 上 的 一 个 亚 纯 函 数 ,其 
FK u < + oo, 并 县 f(z) 的 亏 量 总 和 


AU) =>ó(a,f) = 2, 6(a,f) >0, 


则 f(z) 的 亏 值 总 数 p < 2и. 
证 . (1 首先 根据 假设 A( = 2, 必 有 p>2 于 是 根据 定 
理 3. 4, 我们 判定 > О. 因此 f(z) 是 超越 亚 纯 函数 . 
我 们 任 取 f(z) 的 p(p < + о) Ва, (у = 1, 2,…, р), 其 相 
应 亏 量 5(a, 力 = ó, > 0. 不 失 一 般 性 ,可 以 假设 a,(v = 1, 2,…, p) 
均 为 有 穷 亏 值 .否则 , 只 需 作 一 适当 的 分 式 线性 变换 . 置 
ô= min {д,}, 


1<у<р 


jaj = max {|а,|), 
1<у<р 


jef = min {[С,|}, 
1<у<р 
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其 中 C, JE f(z) 一 a, 在 原点 z = 0 的 邻 域 内 展 式 中 的 首 项 非 零 系 
数 .任意 取 定 数 h (0 <А < + ос), А, (О<А <А) ДИТЯ u 85 
定义 和 引 理 2. 2 存在 序列 { R,}, 使 得 


. log T( R,, f) 
l 一 全 一 -二 一 一 一 
nato 108 К, hb 


以 有 
h 
T(eR, f) < PCT (Е, 7) (1 + o(1)) (n — + о), 


h; 
TCP Rp) < e (1+7 0)“ T(R,, f) (1 +0(1)) (n> + оо). 


我 们 再 任意 取 定 数 0.0 <o <- h, ник =h(1 +) 
MK, = h Í: + Ja 则 存在 正 整 数 no, 使 得 当 n > no 时 有 
R, > 1, (3. 85) 


Т(К„е*, f) < ë T(R,,f) (1 + o(1)) < 2е*Т(К„]), (3. 86) 
Т(К,е", f) < ei T(R, f) (1 + o(1)) < 2e: T(R,,f).,(3. 87) 
以 及 当 R > R, 时 有 


Ê тку) < т(К,а,), v = 1, 2, --.,р, 


1 
(к, JITRA,» = 1,2 p, 
f-a, | 


1) ”如 果 仪 是 为 了 证 明定 理 3. 8, WAER h, = 0 即 可 ,我 们 在 这 里 的 取 法 是 为 了 
照顾 到 定理 3. 9 的 证 明 . 
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1 


1 
[91682 + log* log! |a | + logtlog* [с] 


Т(А, у) 
1 + 1 
+-уһ+3К, + 3log — 
е — е" 
4 1)е° 2(2 1 
togt PT зор ОРАО. + ) 


+ 2log R + siog ТЕ, )} < < 


因此 ,根据 引 理 3.9, 我 们 判定 在 区 间 [Re Rue"] 中 存在 值 各 和 一 个 
相应 的 值 0(0 < 9 < 2r) EEE, a) (1 < v < p), 1924 08 E,(t,) 
时 有 


1 
їов— уса > 4 107) (3. 88) 


1 6 
log pre 2 8 10. (3. 89) 


并 且 
mes E, (ta) > M (ó, h, њо). (3.90) 
设 广 (z) 在 原点 z = 0 的 邻 域内 有 展开 式 
Рб) = С + C,, в. с, #0, 
WERS) 的 零点 , 置 


Ке" 2° (z — k) 
п(2) = i (Rer 2°)? — yZ 9 
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Cs 


л(0) ° 


axz nx(z) 


в0)= f(z) ` (3.91) 


M] С(2) 0 |2| < Rse* ?内 全 纯 ，G(0) = 1, ЖН 


А + R е"- 2а 
log“ |а| < Іор |с, | + log 一 
8 lal 8 0 ë [ук | 
ке” 2° ， 0 0 , 0 
= 10g" jes) | n(t, f 一 )—n( J = ) dt 
0 t 
+ һ—2 l 
< log jesl + N( Rye 7) 
f 
— п(0, f = 0)logR.e 2°, (3. 92) 
以 及 
十 1 + 1 + + 
log*-— < 108* —— + log* |x(0)|< log . (3. 93) 
lal les] |с, | 
(2) 现 在 ,我 们 取 正 整数 n, > по, 使 得 当 n > n, 时 有 
mes[ К,ећ =, R eh] > 3, (3.94) 


以 及 根据 引 理 3. 1033 R > R, КЕЕ, NA ` 


с E M(ô,h ma) | T(R.fD T(R,f) 


17 
IÈ | 16е! +#- 2с | (ку) | T(R,f') 
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log -一 一 一 
les] n(0, f = оо ) Іор К ô 
TRS) + HRP) l< (3.95) 
N(R) 
>F) T(R,f') + Іов * |с,| зек < Š 
T(R,f') TR, f} T(R, f) 8x16’ 
(3. 96) 
юв? 
TERS) esl < 4 (3. 97) 


TR, ` T(R,f) 


以 下 , 我 们 进一步 证 明 在 集合 E,(t)(n 之 m,1 <v < p) 中 存在 
IË On 使 得 当 z,, = 1.e*w 时 有 : 


д 
10816 (2m) | > 1610): (3. 98) 
AREKE [R R,e*] PEEN t, E Eo, 使 得 


“+1Т у). (3.99) 


log M (Re' 4°G)< 8: = 


首先 , 根据 Boutroux - Cartan 定理 ,满足 不 等 式 


|z— 11 < H 
oda a-zo 


的 点 集合 能 被 包含 在 一 些 圆 (y)' 内 , 其 欧 氏 半径 之 和 不 超过 2eH". 
取 


1 
H' = — М(8, h, u, G) R,, 
8e 


则 根据 ( 3.90) 式 ,在 E,(t,) 中 存在 值 9,。 使 得 z,, = „еб є (?) F 
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是 (3.89), (3.91) 和 (3. 93) 式 给 出 


Ó . 1 
gli t, J) < log РУТ 


1 1 1 
< 10р |С (2,„) | овур + Іов? га] юв 


1 1 1 
< log| G(z,,) | + log УУГ + log eT 十 5108 ——. 


注意 到 


_ P =0), s>0, 


—п(0,/'=0), s<0 (3. 100) 


6e!th-2c 
log———— — <n(R,e 29, fr = 0)log=——— 
Taza S” f =0) оао) 


1 16е! +" - 29 1 
< N R h-a — э 
Е og тау | ( “ F) 


我 们 导出 


6 
g ЇЧ») < loglG (za) | 


1 16e1th-2c 1 
R,” 2, — 
+ lOe, h и, с) Ja( „t?s, ғ) 


+ logt 


Ге] + n(0, f” = œ )logt,. 


进一步 根据 (3.94) R 和 mesEo<2, 我 们 判定 在 区 
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间 {[ Rse' е, Ке] PREM tE Eo 使 得 
t, < К, <Re ° < ti, 
以 及 
д 
[1 16е! +>- že nfed 
с "М5, h, p, a) "7. 


1 
+ log T + n(0,f'= со )logt’. 


再 根据 (3.95) 和 (3. 86) 式 得 到 


5 P 
9100) <log| G(z,,) | +e 39 1020 
a д 
<loglG(z,) | + e TURAS) 
ô 
< log|G(z,,)| 十 6140, 


6 
log|G(z,,) | > 16102: 


Вр (3,98) zÇ pK V . 另 一 方面 ,应 用 Poisson-Jensen 公式 , 则 根据 
(3.91) 和 (3. 92) 式 有 


Res 3°, + Re 


log M (Ке? 4°, G) < 
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е +1 1 
< ©К! ] Re, | + ов? ја 
EE {m( Re ) ове 


+ n(0, f= оловке | 


1 
С + log* 加 


< 206 +1) 


rus) + ова. 
es — 1 


іс, | 


进一步 根据 (3.97) 式 得 到 


log M (К,е" 5°, G) < EH) тыл, 
Вр (3. 99 ) 式 成 立 . 
(3) 置 
а= min {|а,-а,|} >O. 


1<»я=у'ср 


我 们 取 正 整数 mm > n, 使 得 当 n > ns 时 有 


6 
e 16 T(m.f) > 16, 


一 16 
2,01 +./2 оет | e- ge Т.) 
d 


Ф 4 
+, Тико < eras < f. (3101) 
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对 G(z) 应 用 引 理 3.5, 置 其 中 的 R= Re 2°, г Re <, Zo 
= zm А 一 eT5T4mn > 16, 则 在 区 间 [4/A , JA] HEERA, 使 
得 G'(z) 在 等 位 线 1G(z) | = 4 上 无 零点 ,并 且 和 集合 

ОА) = Е{2116(2)| > А, |z| < Кек зә) (3.102) 
MER |z| < R,” 内 部 分 且 含 有 点 zw 的 连通 分 支 的 闭 包 Aza) 
上 的 任意 一 点 z, 可 以 找到 一 条 连接 点 z 和 z,, 的 逐 段 解 析 曲 线 虐 ,其 
长 度 


im 1 
mes L <2R,er *° + 2/2 ку [Т R,- G), 
т 


并 且 当 zeL 时 有 


1 çIço3OIG!;HG 


|G(z)| 264 16 TD, |z| < Re” e, 


于 是 根据 (3. 91), (3.92), (3.97) 和 (3. 86) 式 判定 


= 8 
mes L <2Re 4 二 2 /2nRe do |— Tr 
М кое | TG, n 


< косе + / a откел) 


— 40 > 16 
< 2R, 人 + 2 n |16 ктү) |, (3. 103) 


以 及 当 ze 工 时 ,根据 (3.91), (3. 92), (3. 96) 和 (3.98) RHE 


э, i a lal |z! 
e4 6 T(R..f) ç єз TETN < |G(z)| < 
á 

17 (2) 1 


< 1 ploglal + п(0,7 = 0OjlogRaeh — 40 
If (z) 
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1 


L 
log tlcsl +N (клев 22 -了 了) 
. 


< — е 
[/ (2) | 
1 + „l 
< 一 一 elog lest +N (лу) 
If" (2) | 
1 1 8 
в Т6 Т(КьЈ) (3. 104) 


< (т 


4 
[('(2)|] <е $ 16 Т.Ј. 


因此 , 当 ze Q (z,,) 时 ,根据 (3.88) RA 
(2) —a,| < (z) —J(z,,) | + zw) 一 av| 


< [ IG) ае + е6 тоел 
L 


< L + л J е*Т( В „/) } 


ё 6 
x e 8*16 ТК.) e 4 T(R..fy 


进一步 根据 (3. 101) 式 , 我 们 判定 
$ d 
M(z) —a,| <е 256 T(R=-f) < F 


于 是 p 个 区 域 Q(zw) (п ® пу = 1,2,…, 了 ) EEEX. 

(4) 由 于 p 之 2, 所 以 圆周 1z| = t (t > tan > n) 不 能 整个 地 位 
在 Q(zw) (1 <у<р) 内 . 记 圆周 |z| = t 位 在 Q(z) 内 的 部 分 
HOn 其 线性 测度 为 :0,(1). 于 是 当 n > n, Bf, 应 用 定理 3. 1, 则 根 
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# (3.98), (3. 102) 和 (3. 99) 式 有 


ó 1 ó 
16107) < 08 |С (2,,) | < > -16 TG, f) 


— лей 4o 
+9V2e lim T log M (R, 7°, G), 


ô 人 Rneh 40а е 十 | 
> eS) < 9.⁄2 е 2tn BD) 8 e] T(t,, f) 


2Rnel :0, ( t ) ó е — 1 


1 R еһ-40 2 万 1 
2 Rn с 
| dt <io Í 72x32 /2 e+ | 


十 log Т( R., f) 一 log Т( twf). 


进一步 根据 (3. 87) 式 得 到 


1 
Rneh 40 РЧ o 
| dt <} 72 x64./2 ‚ е +} 


zres 10,0) б ei 


ta (It) (3. 105) 


“最 后 ,我 们 考虑 不 等 式 


= Vm) 1 } 
у= 1 


р 1 P 1 
< ө). $a ў 1 
000 Уру < 2" У, 0,(t) 
2 
Р P 1 
P < 
2 *лў, 0 (t)' 


· 237. 


则 当 n > п, 时 ,根据 (3. 105) 式 有 
1 1 
р? ИИИ ағ р 2 R eh "40 dt 
— < Ул o 
2 2К„е© t v=1 | @„(ї) 


72x64/2 er+l һ 
<ptos| У2. е hf + ti) 


е“ — 1 


Z (h — 56 — log 4) < iog] 


h, 
hi 1 + — iu. 
1) 


由 于 有 hh 可 以 取得 任意 大 ,所 以 必 有 p< 2и, 即 定理 3. 8 得 证 . 

А. Weitsman T 1969 年 证 明了 定理 3.8. m FL 在 1946 年 
A. Pfluger 曾经 对 具有 气量 总 和 等 于 2 的 整 函数 进行 过 深入 研 
FON .特别 地 ,关于 有 穷 亏 值 的 个 数 ,他 证 明了 下 述 结果 : 

定理 3.9 设 /(z) 是 一 个 整 函 数 ,其 下 级 4 < + co, ЖН f(z ) 的 
亏 量 总 和 


72x64/2 er+l } 
б 


| е" — 1 


A) = Уд (а, f) = 2, (а) > 0, 


则 f(z) 7937518 6р < n. 
ш. 首先 根据 A > 0,f(z) 是 一 个 超越 整 函数 .我 们 任意 到 p 个 
有 穷 亏 值 a,(v = 1 2, …, p), 其 气量 5(av 门 =0>0 置 


ô= min {6,}, (3. 106) 
й<у<р 
la| = max 4 |а,|}, (3. 107) 
1<у<р 
а= тіп {|а,—а,|}, (3. 108) 
1< váy <р 
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则 重复 定理 3. 8 的 证 明 , 我 们 有 
(1) 对 任意 取 定 的 数 h(0<h<+o) mika [o < <t). 
置 h = 20 < h, 则 存在 序列 { К„}, 使 得 


R, > 1, 


Т(Е„её*, f) < eET(R,,f)tt t° < 2еКТ(К„/), 
h, 
T(R, 1, f) < ei T(R,, f) t° < 2еК1Т( В„ f), 
h, 
К, =h; l+ ја (3. 110) 
(2) 4 n 2 ni 时 ,存在 点 zw = tre (R, < t, < К„е°) 使 得 
Іор |С (2) | > -< Te 用， (3. 111) 


以 及 在 区 间 [Res-", Re] 上 存在 值 Є Eo, 使 得 


е 


1 
log M(R,e" 4°G) <8- t I Títo f)- 


es 
` (3) 34 n > nx, n; > n, 时 ,存在 含有 点 z， 的 域 Q(z,) 使 得 
4 ze Q(z,,) В 
а 


(г) —a,| «еа res < © (3.112) 


以 及 当 z 属 于 AZn) 位 在 贺 |z | < Ае" 5° 内 的 边界 上 时 有 


|G(z)| «ето, (3.113) 
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FH pR Olm) (v= 1,2.….p) 彼 此 无 交 . 
我 们 取 定 “个 足够 大 的 下 йт > 1, 使 得 


etr lo > 4, 
1 ó lon б 
et 9 _ (3. 114) 
4 18х32,/2 2х16 
М в h 
_° аео © #1 үа +P (3.115) 
4x48x36x32V2 el 


Jt H ic O(z,,) Е И |z] < Кее 内 且 含 有 点 z, 的 连通 分 支 
IO (Zan) 圆周 |z| = t fu fE GQ n) 内 部 分 为 人 其 线性 测度 
30. (t). 再 假设 G(z) ERA O (2m) (0121 = Re) 上 的 最 大 值 
于 zw 点 达到 .于 是 ,应 用 定理 3. 1, 并 根据 (3. 111) 和 (3. 113) 式 有 


д . 6 
< < Fx ТО" 
ТОУ) < 1081662.) | <— s Tü, D 


+" а 
+9 /2e7 “эшш дуо. Іов |С (2 ) |， 
уп “ 
#Rne oi (ay 可 。 
loglG (ža) 112—2 = © TG, 
18 x 16, /2 
注意 到 从 (1) < 2x fit, < К„е°, 我 们 判定 


log|G(z,,)| >———————е%°-Э°Т({„/). 


TENA 
现在 , 取 正 整数 na > n, 使 得 当 n > n; 时 有 
5 _ (1—1) 
el8x32 Vi? T(t, f) > 16 
我 们 对 G(z) 应 用 引 理 3. 5, 置 其 中 的 R= Re* Зе, r= R eh" 5°, ¿o 
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(c 


=з A= етэ“ TOD, рде СГ БА, JA ] 中 存在 
Їй А, 使 得 G(z) 在 等 位 线 1G(z)| = 4 上 无 零点 , 即 等 位 线 是 解析 
的 , ЖН E 


О(А') = E(z||G(z)| > А, |z] < Ке” 3°} 


位 在 圆 jz| < R,er-4o 内 部 分 且 含有 点 z ,的 连通 分 支 的 闭 包 002.) 
上 的 任意 一 点 z, 可 以 找到 -一 条 连接 点 z 和 2,, 的 逐 段 解析 曲线 L, 其 
к 


mes L. < эе е! + [у era, p L 
以 及 当 ze 时 ,有 
|G(z)| > et TESTE ren, el < Куок. 
于 是 
et TB Ae от < 1G(z)| 


[е [21° 1 Linenn. 


< е 
(2) 1 (2) | 
进一步 根据 (3. 14) 式 得 到 


~ 


— _ jŠ -一 一 — 一 
IAZ) | < e 818532 д” et Петар), 


1) 参 见 (3. 103) È. 
2) 参 见 (3. 104) R. 
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ВЖ, 4 ze Q (2: ,) 时 , 有 


ISC) =S Zan) | < | If’ (z) i ldz] 
L 


— 16 
< дё е! 十 V2 “е^ T(R,, f) | 
x е аттатат ур orem D, 


取 正 整数 ms, n, > пз, 使 得 当 n > п, 12е 0(2„) (1 < v < p) Rf, # 


ó at 
(2) =S n) | Ke Daa A етн). (3.116) 


另外 根据 (3. 114) W, 判定 Oln) Q(z,,). 于 是 点 z 是 2Q(z,。) 
的 内 点 , 因此 , 当 v 关 vv 时 ,根据 (3. 108) 和 (3. 112) RA 


У.) =S yn) | = UO.) =a, +a, — ay + ay —}/(2,„)| 
d 
之 |а, – а, | 7 Sn) a,| lay Fyn) l > >. (3. 117) 
以 及 根据 (3. 107) 和 (3. 112) 式 有 


а 
Slyn) | < fz) ~ a,| + lals + lal, 


(1 < v< p). (3. 118) 


我 们 在 A(n) Ч, 自 z ,点 始 向 圆周 |z | = К„е* 4° 引 一 条 简单 
EEE Lan Ln FL an SAA] = Re 的 最 后 一 个 交点 和 
与 圆周 |z| = Ае 5" 的 第 一 个 交点 闻 的 部 分 为 1,. 如 此 得 到 条 曲 
线 L (vv=1,p) 分 割 圆 环 记 Reo<1|1zl 和 Rects 成 p 个 
Б Q (m = 1... p). Ë G. (1 < m < p) 的 边界 位 在 到 内 部 分 
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为 和, 则 根据 (3.117) 和 (3. 118) 式 , 应 用 定理 3. 2, 我 们 判定 


4 1. 1 4 
ES la| en Has + &›3 Е: 


其 中 表示 1702) 在 多。 上 上 的 最 大 值 ,以 及 根据 (3. 116) 式 有 


ó 


E = €> =e 2,8x18x32 A e30 1)от(к„,/), 


tH Z ta < РА А 
因此 在 On 上 存在 点 2 R,e = | mn < Ке" 5", 使 得 


а Š HC- Da 4 
(2) 1 = N > 4 ° 3716718132 F е? TRH |а|. 


取 正 整数 ns, ns > ns 使 得 当 n > ns 时 ,有 


Š #(т— ijs 
е 


72:48518 532 7 ТК. У) , 


Sm) j >e 
以 及 


å #(t— De 
е 


е 4748236532 JF кыЛ made, $+ ai} (3. 119) 


ó #(r— Le cr 
在 区 间 [e 44:36:52 л F e тые 2:48 -36:32 7 е тк. ] 


内 存在 值 4, 使 得 f(z) 在 等 位 RG) = 和 4 上 无 零点 , 即 等 
位 线 是 解析 的 .考虑 集合 


О(А')= E(z||/(z)] > А'}, (3. 120) 


并 且 记 2(4') MER |z| < Rne* 4° 内 部 分 且 含 有 点 z, 的 连通 分 
x O(z,,). 我们 应 用 Poisson-Jensen 公式 导出 


log M (taf) < ы 


+1 
(кеч, у) <= TR 用， 
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进一步 根据 (3. 110) 式 得 到 
log М (t, f) < ваа Т(К„/). 


再 结合 (3. 115) 和 (3. 120) 式 ,判定 82(z%) 与 圆周 |z| = AZ. TE 
根据 最 大 模 原理 , Azm) 与 圆周 |z| = КА_5° 必 有 交 , 并 且 交 和 集中 含 
有 内 点 . 另 一 方面 ,根据 (3. 120), (3. 119) 和 (3.112) 式 , 我 们 判 
El mn) GBA) MAn) 5 X. Ж.Р ÆA, mn) ЁЛ 
+. @Q(z,) #9 0(2,,) 之 间 , 以 及 2p 个 域 {12(z } 9 ( Q(Z.,) ) 
彼此 均 无 交 .我 们 对 这 2p 个 域 予 以 一 个 新 的 统一 编 
59: 0(2,) (п> ns k = 1,2,…,2p). 记 圆周 |z| =t EE Q(z) A 
部 分 为 06, 其 线性 测度 为 :0,(1). 我 们 应 用 定理 3. 1, 当 20, 表示 某 个 
点 zn 时 ,有 


4Rneh™ 4a РЧ с 
| dt < ы} 


д е" — 1 


H zh 表示 某 个 点 Zma 时, 有 


6 t 
= е%' Do Т( R,, < lo ISl Zrin) | 
2х48 x 18х32, /2 Р 8 


6 
< Í T(R,, f) 
2 х 48 x 36 x 32. /2 "J 


m n 4 d 
+9/2 ose “m log M (Ке *°, f). 


1)# (3. 105) 式 . 
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注意 到 |z%,| < R ets 以 及 根据 Poisson -Jensen 公式 和 (3. 109) 
RA 


log M (Re” * f) < <t (R, e” 3°, f) 


б 


е° + 1 е + 1 
< ————Т(К„е"”,/) < 
е" — 1 ( не J) e— 1 


деб) ктор р), 
则 得 到 


Wa dt 
n — — — 
2R,etG + 5л 10, (t) 


112532536548 е" + 1 
< log 


h, 
6 ри 


后 , 根据 不 等 式 


-iE 8,00). 


жо вту) 


2р 1 
< Уши). > а 21) ту? 


我 们 导出 
4р? Wa dt 
2 2Rpne' + Sx t 


2p #Rneh— 40 dt 
< Yx а 
к= 1 


ZRner™e + Sx 10, (t) 


72 x 32 x 36 x 48 е +1 
<20100l 8 : ec 一 .1 } 
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h 
+2ph [1 + AE |a. 


p(h — та — 5r – 1084) 


72 x 32 x 36 x 48 ” + 1 h 
<o Í x А x ноз) 


由 于 Ah 可 以 取 任 意 大 , 所 以 必 有 p < р, 即 定理 3. 9 得 证 ， 


$ 3.5. Edrei 一 Fuchs 定理 


3.5.1 某 些 准 备 
变换 
239 -R 
Ç = (z) =— ——p 0 <Ü0 < x,0 < R < + о (3. 121) 
z20 + R20 


将 区 域 2( 一 9,9) Са БАА [С < 1, 点 z = R 变 为 原 
点 t= 二 0 


引 理 3.11 在 (3.121) 式 的 变换 下 , (K —0 + s, 0 一 6Ri, R,) 
(О<ғ<60,К,<Е<К,) 在 5 平面 上 的 像 域 必定 含 于 国 151 <р 
内 ,而 


8 R, в 
p=1- hk) ， (3. 122} 


MIUI (1 + p) а ЖП ЯТА F ЇЇ —9, Ө, R.) 
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以 及 当 15| < 广 (1+p) 时 ,有 


в / ү R, R< , 
к= БГУ (-к—). í < z(c) 


20 / 80 2. 2 
x R, 

< — 

л ( & ) (r ) 


其 中 z = 2(&) 表示 (3. 121) 式 的 逆 变 换 . 


Ш. 2 = іє — 0 + E, 0 — ER, К,), WA 


x Pr R 
r 260 е 20 — R 20 


IEI S | z 
r20 e 29 + R 20 
l 
AR e r20 cos PT 
-h 20 
= x — ж фт 
гё 十 及 0 —2R 29 у 20 cos—— 
7 D 20 
注意 到 


_ _ — ж фл >x 
r + Ке + 28 20 р 29 cos 268 <4К,°*, 


(3. 123) 


(3. 124) 
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— m" фл — En 4 т. 
4R 20 r 20 cos—— > 4R, 0 sin-— > — Ё, °, 
20 ” `! 20 0 1 


则 得 


e€ / R s £ ЄК, + 
BD (3. 122) 式 得 证 . 
另 一 方面 , (3. 121) RAER A 


20 


2=2(0) -a( Es у". 


ИМ (| < (l+) 时 ,有 


4 ү уво үу, N 
< К ` <[— ) (> = Ry, 
lzi (=) (5) (ж) e ° 
1-р Y" ¿£ Y= /RY 
> R 二 | <_ 三 э» 
a>) (6) (в) 


BD (3. 123) 式 得 证 ， 
最 后 ,根据 表达 式 


以 及 


MS | <U +), 


“248. 


20 к 

20 / 80 ++ / R, YHS 
= 一 一 | —- R 
т ( š ) (x ) ? 


以 及 


Вр (3. 124) 式 得 证 . 


引 理 3. 12 设 f(z) ER y |z| < 1 БЗР, fN r, t, R 
MH йт Ж #F.0<4eH <r<t< R<1. 再 设 (?) 是 相应 于 
9 п(1,7= 0) + ñ(1,f= со) PARM H SEK FC BE КИ, 则 当 z 位 在 
圆 |z | <r B.# Bl (y) 外 时 有 


АЕ < Кт /' R-r 了 
нкт) атк) 


+ (n(1,f=%) +9(1,7= o) } log- 


log 


aG f = 0). 


证 .我 们 用 ai RRS) 的 零点 ,bj 表示 f(z) 的 极点 和 cx Ж 
F) 的 零点 , 则 对 贺 |z] < R 内 的 任意 点 z = ге, 根据 Poisson - 
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Jensen 公式 有 


f(z) 
в (г) 
_ f Г (Кее) R?— г? 
2л К Б (кеу /(Ке'®) R? — 2Rr'cos(0 — ф) + r? do 


R? — а ЕВ? — bz 

+ ”log| 一 -一 -| + V log|— j 
|>, el К(2—а,) > oz] R(z — b;) } 

К? — zz К? — az 
一 lo k ” log ‚ 
ЖТ e| R(z 一 cr) „> el =! 


lai < R R(z — 
其 中 „к Жел 4 b; 仅仅 计算 一 次 ; „= 表示 每 个 a 仅仅 计算 一 
次 以 及 X 表示 每 个 a 计算 т, 一 1 次 Com 是 的 重 值 极 ). 于 是 


, | R? — az + Y log R? — a,z 
а 5 К(2-а) | ав C| Е(2 а) 
以 及 
1og| ZE 


R? — p? 


R? — 2Rr'cos(0 — ф) + r? 


, | R? — bz 
t 108 R(z —b;) | 


Е (Ке) 
2л iog HRe) 


410 


R а2 
е а= а) 


· 250 . 


R? — с 
— log(—— | 
ту eRe 


进一步 , 当 点 z 位 在 圆 |z| < 7 内 且 在 圆 (у) 外 时 ,有 


— 2,2 


R? 
Іов | 
Эу eke 


+ Y loz 


lb; < R 


+ Y log 


мік |2—4 йк  |2—Ь,| 


< (n(1,f=0)+n(1,f= ©) jlog. 


另 一 方面 , 当 1z| < r 时 ,有 


К? аг 
> Y log 


R? — ср 
> log| 一 -一 一 和 一 | > 
< R R(z— с) Г: 


R? + |2 | |с, | 
> lo ЛЕТКЕ _ 
„д e| R(|z] + 181) 


_ (R= |z|)(R — icl) 
= ] 
юв}! + R(]z| + [с1) } 


‚_ (R-t)? 
> n(t,f = бов}! — —} 


(R-t)? 


> n( f 一 0 一 


R? — bz 


К(2—с,) 


(3. 125) 


at, ңе = re” EM < F EAEN (y) BE, (3 125) RA 


出 


f (z) 
Ха) 


<= 


log 


R+r 广 、 Rr 
< ml R, 一 
R— r | / ) R+ mÍ R. 


F) 
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(R-t)? 
4R? 


R+r f R-r f 
< тв, 六 )- (7) 


n(t,f' = 0) 


R-t)? 
-=P af =0), 

即 引 理 3. 12 得 证 . | 

现在 我 们 证 明 一 个 在 以 后 应 用 上 起 十 分 重要 作用 的 引 理 : 

引 理 3.13431 设 f(z) 是 开平 面 |z] < + oo 上 的 一 个 亚 纯 函 
数 ,其 级 4 < + оо, 并 且 满 足 条 件 : 

(1)# O(—0,0)(0 < 0 < x) ЕЖ 
— logtn{ TX -— 0,0), /= X) <y 


lim 


< + 0D， 
к + с logr 


x= 0, о. (3. 126) 


(2) 对 于 取 定 的 某 个 数 & 0 < £ < 0, 存在 序列 {Ru} 使 得 集合 


к= El 


1 
lg——— P N;,, 
(2) — al 


1-8, 0+e<arsz <0—e| (3. 127) 


€ 


的 线性 测度 mes E, > aR,( a > +) 其 中 a 是 一 个 不 为 0 和 oo 的 复 
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数 , N, > 0 是 一 个 实数 , 且 有 


3r 
6+2(i 二 90)+ 0 ; 
lim ( К, ) КА, "оор Ra |м = 0, 


кә + 00 пі 


(3. 128) 


其 中 wo >0 是 某 个 取 定 的 实数 , Б É Ra S Ra S Rao R,,— + о 
(n— + co). 

在 上 述 假定 之 下 , 只 要 rn 充分 大 , ШУНУ 00-0 +e, 6 — s, 
Rn Ra) ЕНЕ (7) 外 的 点 z 有 


. Зя 

6+— 

log |А ; a| > са ч (=) l М 
Z= B(O)log K> + С(,ё) ` * 


其 中 (7) 的 欧 氏 半径 之 和 不 超过 -eaRsi。(?) АИГ, 


但 依赖 于 值 &4(w є,Ө) > 0 和 C(a, s, 0) < + о ЖТ о, 5 0 Н. 
与 n 无 关 的 常数 ,以 及 B(0) < + oo 是 依赖 于 0 且 与 m 无 关 的 常数 . 
w. PER 

= {() = 236 — R, 3 ‚ 
БТ + R, 3 
则 Q( 一 0, 0) 被 映射 为 《平面 上 的 单位 圆 ¿| < 1, 根据 引 理 3. 11, 我 
{ПЖ ETN — 0 + 5,0 – 5К,,, Ra) 在 5 平面 上 的 像 域 必定 含 于 
М |¿| < p 内 ,而 | 


p=1 -i(k (3. 129) 
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MICI < (1 + p) 在 z 平 面 上 的 原 像 必定 含 于 T — 0, GR) 内 ， 
而 


80 V+ / Ra N 
к. = | = тю ) R> 3. 130 
n3 ( А ) (=) п2 ( ) 


以 及 当 |01 < 地 (1+p) 时 ,有 
20 ka R 2 
(T) (Z) Ra < о 
20 /80 Yt: / Ra NF 
A(T) (e) s 
л Е К, 


我 们 继续 作 变 换 一 -一 ， 
+р 


з E| < 1, ARR |] < р EAA él < r, 而 


WEI <O + p) 变 为 《平面 上 的 


rT (3.131) 
FAM |E] < 1 时 有 
Le) < 
2 > 5 
0 í R. Y 
E т мі , — 7 , 
(5) (ке) Ra < ZOI ONOI 
+ 26 2+- 工 - 
ЕУ (=) кы (3. 132) 
л ё К, 
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ШЕ, 表示 Е, TEEPE LERRA, ШЕ, 位 在 圆 1#| < + 内 ,并 且 分 布 
在 虚 轴 上 ,以 及 有 


aR, < mes E, = | [42 | -Í lz (č) 1146] 
E, E, 


20 т 
Ex s үу Ra te | 
> (а) (к=) (3.135) 
n2 


EE F(E) =f(z(5)), 则 F(z) ERIA E] < 1 上 亚 纯 ,并 且 根 
据 (3. 129) 和 (3.130) R, 对 任意 取 定 的 数 n,0 <n < по, 存在 
{Ё по, 使 得 当 n > no 时 ,有 


n(1,F = X) <n{ Q(— 0, 0:R.,),f= Х } 


R 204 +") , 
К. ) к^, X=0,%, (3. 134) 
м 


< ao.0)( 
其 中 4(s,0) < + oo 是 依赖 于 s,9 且 与 a 无 关 的 常数 .我 们 以 F(E) 
位 在 加 IE[<1 内 的 每 个 零点 和 极点 为 D 


! 1—т 4 ` 
2 n(1, F = 0) + n(1, F = со) 4532 为 半径 作 圆 . 记 其 全 体 


为 (7)， 则 (?) 的 半径 和 不 超过 


— T 


1 
4x32 ` 


Е 
коро | PE Eie 以 及 在 区 ДЕЗЕ 
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+e), 0-01 к] 中 存在 值 t2, 使 得 两 个 圆周 |e| = г, жї || 


= t, ЖУ (у), 相交 .再 设 (у), 是 相应 于 这 za (1,F = 0) +n(LF 
= оо) 个 点 及 数 五 ; 的 欧 氏 除外 圆 . 取 


20 x 
1 En £ Y!tx / RN3+6 
Н; = 8e 40 ( 80 ) (= ) , (3. 135) 


则 根据 引 理 3. 12, эң д ЯЕ || < —(1 + т) НЕ (у) 
时 ,有 


log 


F'(¿) 2 F' 
(2) |< R- m( R- ) 


+ {A(l,F= оо) +n(l,F = 0) ов 2 
2 


(R-t)? 
4R? 


< 4 mí RE 
2R 一 (+T PSF 


_ 2R- (1+r) m( =) 


n(t, Е' = 0) 


4 
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2 
+{n(1,F= со) + п(1,Е = 0) Нов 
2 


2 
-AP nq F = 0), (3. 136) 
其 中 <tr<R<L 
以 下 ,对 于 任意 取 定 的 值 R 一 过 < R< ЗУ ‚ЖН 


RI IEI = 及 与 圆 (7), 无 交 ,我 们 估计 n( R) RAMIE = А 


在 z 平 面 上 的 原 像 为 PB: 表示 F(&) ERI < 1 内 的 一 个 零点 或 
极点 ,B, 在 z 平 面 上 的 原 像 为 b, 1 是 6 到 栈 的 最 短 连 线 ,以 及 I 在 : 平 
面 上 的 像 为 1:. 注意 到 圆周 15| = RAER (y) 外 ,所 以 我 们 有 


mesi | [42 | - | |z (5) 114 | 
I le 


| 1 1-т 
> ' . . 
min 12《e) | п(1,Ё=0)+л(1,Е=сжх) 4x32 


进一步 根据 (3. 129), (3. 131), (3. 132) 和 (3. 134) RHE 


ЕЕЕ) 
mesi > A(a0) ( R) 0 +3 к! ©®*”; 
Жер А(є,0) > 0 是 依赖 于 se, 8 且 与 4 无 关 的 常数 .明显 地 ,在 z 平 面 
上 ,f(z) 的 任何 一 个 零点 和 极点 到 丁 的 距离 > mes 1, 现在 ,我 们 应 
用 (1.35) 式 , 置 其 中 的 r = R, p' = 2R,,, Уге ГЕ, Ж 


Fz) 
ӨВ fz) 


r 


1 
< log* (2R,,) + 2og 下 一 
n3 
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п(2к,3) 
К 


nl 


+ log*T(2R,2,f) + log! 


x 
本 十 +" 
К, ) 3(4, ) э +"-1ї 


1 
+в} Д(є, 8) | R. Ra, +ou, 
其 中 


n(2R,,) = n(2R,,,f = 0) + n(2R,s f = со) 


1 1 
-ee 


2 
< -g7 Т6) +001). 


注意 到 f(z) 的 级 4 < + co, M n ЗЕКИ, A 
T(4R,,,f) < (48,3) * 1. (3. 137) 


于 是 存在 值 n, > no 使 得 n > п, 和 ze 丁 时 ,有 


lcg! 


f'(z) 


ЖФ 4(0) < + oo 是 依赖 于 8 E уп. 因此 , 我 们 判定 


1 +I f(z) 
чык |, FE) пас < 400) losR,,. 
进一步 ,根据 等 式 
PE) р), 
Ra Д) (Š). 
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我 们 得 到 


Е 1 
m| R,— | < — log* 
( Е ) 2лК | fiz) 


+ 
2лЕ 


| log |z (ё) 1148, 
= к 
再 根据 (3. 130) 和 (3. 132) 式 判定 


"(к 2) < A(0)logR,, 


28 x 
1 + я 2+-=— 
`, ов} 20 (° ) К, ) 8 кы} 
ж л £ К, 
< A(0)lo вө \ = (Ru V.R 
“ g БС Rn n2 


Ж Ж # Ж й, > т, fE 8 n > л, Е = (7 


<I<R< чамы 


)зи (7) ,无 交 时 ,有 


"(к 2) < А(0) log К„›, (3. 139) 


其 中 4(0) < + oo RERET Oo aS n ж. 
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在 以 下 的 讨论 中 ,我 们 区 分 两 种 情况 进行 : 


20 x 
/ += 3+— -1 
(nlt, F'=0) > J | 22% (к) ° | 
an E Ri 
144 R 6+- 工 
a E * пі 0 
х | с] (к=) к} (3. 140) 
—2 _ L] 
(2)n(t, F'=0) ЗЕ 80 ) r (z y 5 || 
ал Е Rai 


(3. 141) 


首先 考虑 情况 (1), W Hz (3. 134), (3. 135), (3. 136), (3. 139) 
和 (3. 140) 式 ,对 位 在 圆 |e| «2-01 +т) HH Bl (у), Е, 


+ {a(1, F = о ) +a(LF= 0) ов 27 


_ (u t) 


4? "(К = 0) 


< руу A(0)logR,, 


R 204, +") А 
+2А(є, (2 ) R2 
Ri 


28 x 
[e ( 80 ) `( Raa ) 1 
x log 一 一 - 
єт E К, 


注意 到 


i _1+т „12 +1 _1+т 
2 2 16 2 


261. 


则 得 


log 广 (s) < 2 х 640 к ) A(8)log R,, 


F (2) Te nl 


R (а +л) )， 
+2А(, 0) (=) ОШ 


nl 


26 x 
| 64e0 (° ) Í Rnz у 
x log 一 一 一 一 一 
ET є Ri 
E 2 及 9 
4 x 320 К, 
20 
lo 32е@ 80 1+ = Ra -1 
x š ап g R. 
40 “x 
£ E l+ R,i oy 
< 


进一步 根据 条 件 (3. 128) 式 ,存在 m > ny БИБА n > ns 和 点 上 位 在 
В JEL < — (1 + z) IRB EB (у), 外 时 ,有 


log FO < аб. 0, ) (= ) x. 
(2) в(ө)ов р" + C (e, Be) ` "2 
nl 


(3. 142) 


Hp Alax 0, 6) > ОЯ C(ux, e 0) < + o ERF a 9s 且 与 nm 无 关 
的 常数 , B(0) < + оо 是 依赖 于 09 且 与 nn 元 关 的 常数 . 
其 次 ,我 们 考虑 情况 (2). 根据 (3. 134), (3.135), (3.136) 
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和 (3. 139) 式 , 对 位 在 图 je| <40 +1) AHER (у). КА е, 


2 ⁄ Е 
一 —— т —V 
wa U” F' 
! 2 


2 
+ {n(l,F=%)+n(l,F=0)}log—— 
” H, 


4 
< 4 R 
a, Fe) 409) 108 Кл 


ж —(ї+т) /, E 
4 mU pP 


R 2 + ， 
+ ao) 2 


nl 


2@ x 
x log — — . 
ЕТ E R,, 


注意 到 


> 1 0-027 (ок ) ， (3. 143) 
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则 得 


ЕЕ) 320 r 
ETON РС) |S е ^0 (бе к) 


ов, (А у f E 
х og п2 320 К, 1° Е 


Е 202+ А 
оло (а) в" 
ni 


ш] 5429 (80 i Ra MES 

x 108 ET (2) (бе ` 

取 充 分 大 的 值 mu > пу BE п > n, Ж эң E 位 在 加 15| < 地-(1 
+ т) НА (у), 外 有 


п2 


天 (5) 
( 


а +лу+-у- yann 
lo R 
e| Е ) 


< A(0, [= "2 


К, 


2 R,, Kz Е 
-z Е, ) m(t F ). (3. 144) 


以 下 ,我 们 估计 (2 р =) 设 (у), 是 相应 于 这 m(t Е = 0) 
个 点 及 数 H, 的 欧 氏 除外 圆 . 取 


20 x 
1 1 27ү г \} >x / Ra Yt 
= . > . 
Нә =-g 7 mE> s ` 20 (% ) (е ) 
(3. 145) 


HM E, {УЛЕЙ (y) IHI A Ee, WA 


20 x 
1 2z / £ \ + /Ra B's 
mes Ë ¿2 — mes E, > -i (че) (к) 


(3. 146) 


Ц 4 č e Ë, mt, HR Poisson - Jensen 公式 和 (3. 129) 和 (3. 131) 式 


1+т 


ti +—— 
Е(&) 2 Е 
+ < 一 一 ,一 一 
log АО] т+т "EF 
"2 


2 
+ n(t,, F' = 0) log, 


< 320 (Ru з Е. 
> e Rai e p 


2 
+n(tuyF = 0)log 
3 


进一步 得 到 


l log t 
2zR, Jë g 
é 
320 [Ra ua F 
< 一 ti— 
£ К, Е 


+ "(to P = O)log y- = |. IZ (2)114ё1. 


F(E) 


d 
-p(y 1 069011441 
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i Ё, ХЕ z зела LORRA En 则 根据 (3. 132) 和 (3. 146) AA 


28, > mes E, = | 14z1 = [әш 
z, 


Ег 
a fe уук ү 3.147) 
> (о) (=) Ra. (3. 
于 是 
1 „| F(E) ; 
x |, °® PA] есета 


320 / R. Y F 2 
= t, F' = 0)log—, 
< ne) eF oeg, 


1 Е(2) 
а |. Сеня EE izal 
__ (Ru п rao? (3. 148) 
320 \ К,, D H, 
f(z) _ FE) 
FE Р) E 
我 们 导出 
1 „| f(z) 
2xR, | es ла) 1421 
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Е(&) 
F'(2) 


1 
< log* 
2R, |. os 


1 
+IzZ'(E)1 -© 12 (E) 1144]. 
+ 二 |, е аё): 12705) 114 
注意 到 (3. 132 ) 式 , 则 得 
Аа) 


1 юр? 
24, L. °Ё | (2) 


<= | log t 
2пК, z, 

20 / 80 + / Ra \F 
+в 12 = (= P ) (к=) кы}, 
1 F(¢) 
2R, е F(E) 
1 fe) 
IR, f ов |702) 


0 (80 ү+ Ra VT 
- кв} 22 (2 z ) (2) к, |. (3. 149) 


lI _1 JG) l f'(z) -| 
а f(z) lflz)-a (т) 


| ` |Z(£)lldz| 


[42 | 


lz (8) 1142] 


F 
F(E) 


1202) 14| 


之 


+ 1 
2лК, J: 76) ат 1 
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„1 1 f(z) 
<log Tal 二 2лЁ, f log| 二 一 一 TG) ) 


十 "(к =) +m". £) + log2, 
1 

ане ры 

> | юр 1 —_ [42 | 

”27R Je, © Vjal 

f f +1 

一 {"(х. f—a )+ "(®,.^) + log Taj + log2 |. 

进一步 根据 (3. 127) 和 (3. 147) 式 得 到 


1 + 
2пк, |, log 


[42 | 


| 
3 
A 
5 
Ts 
a 
„—— — 
+ 
3 
_ 
一 上 
— 
+ 
© 
m 
+ 
б 
оа 
N 
—, 


一 "(к f +n R f )+ log* Т + log2 |. 
(3.150) 


我 们 应 用 引 理 1.3, 置 其 中 的 r= R,, p=2R,, 则 有 


m [Re =) < 4log* T(2R,, f) 
+ 5log* (2R,) + Tiog* — +0(1) 
(к, Z) < 41ор* T(2R,, f — а) 


+ 5logt (2R,) + 7log! —— +0(1) 


< 41ов* T(2R,, f) + Slog* (2R,) 


根据 f(z) 的 级 4< + oo, 2ч п КЕ, A 
T(2R, f) < (2R,)211< (2R,,)2t1. (3.151) 


于 是 存在 值 n. >na W nn 时 ,有 


f f +1 
"(672 Jeah) Tal 


+ 1082 < Alog R,,, (3.152) 


” 其 中 4< + co 是 数字 常数 . 


总 结 我 们 对 情况 (2) 的 讨论 , 则 (3. 141)，(3. 145), (3. 148), 
(3. 149), (3. 150) ЖП (3. 152 ) 式 给 出 


F 24-48. R 6+-2z 
@ € x ni ө 
> ——— — ” 
"(5 F) 647 = 80 ) [ К. ) N, 
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e (Ra үү, [ 29 / 80 . 
-> ( К,, ) [| (5) 
К, 2+2 
(6) "кы |+ дов, |, 
进一步 结合 (3. 144) 式 得 到 
(8) ES Ra үк 
' « € tx al +a 
(аг) (жю) “ 


к 
К, YVO DE уя 
R Ra 
nl 


2x 
+(—* 2/ Ra Vo 
320 R, 
20 / ве VE Ra \2+% 
о) a) Fe] 


+ Alog кы}, 


再 根据 条 件 (3. 128) R, # fgn >п», {# 48 2% п >л 和 点 位 在 
MESA (1+7) 内 且 在 四 (7) 外 时 ,有 
F'(¿) 
F(2) 
FEF A (a, £, Ө) >0 是 依赖 于 wm 0, e I 55 n 2505 ЖИЙ. 

当 满 足 情 况 {1) 时 有 (3. 142), 当 满 足 (2) 时 有 (3. 153 ) 式 ,因此 ， 


К. e + 
< —4(®,6){ 2 М (3. 153) 


n2 


log | 
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u n>n MA e ШЕШ ЦЕ < 一 (1+) ABEM (7), 时 ,我 们 恒 有 


к < ор -一 一 各 一 一 
F(¿) В(Ө) Іов рт +С(о, е, 0) 
пі 
Rm s 
x (к=) к, f (3. 154) 


Еф А (а, 0, £) >0, C (a, 0, £) < + oo JE: fk W + x, 0, = Н Уп ERR 
常数 ,B(0) < + © 是 依赖 于 9 且 与 4 无 关 的 常数 . 

根据 (3.133) 和 (3. 135) 式 , 我 们 判定 在 E, 上 存在 点 如 E(?) 2 
没 如 在 :平面 上 的 原 像 为 zoeE。 对 于 位 在 加 1E1< 1 (+S B 


在 圆 (7), 外 的 任何 一 点 如 我 们 用 直线 连接 , 若 遇 图 (7),, 则 用 较 小 圆 
周 弧 取代 , 如 是 求 得 一 条 连接 点 & 和 点 bo 的 曲线 L。 其 长 
RE mes ,<2+xeH,<3. 于 是 借助 于 积分 ,根据 (3. 154) 式 ,我 们 有 


lloglF(¢)| —1ов [Е (o)l | 


F'(2) 
F(¢) 


< Пов Е (¢) — log F (¢o) | = f, 
š 


F(E) 
<fi FS Ë: 


а 


А (а, Ө, 
зер |- (а, 6, ғ) 


В(0) log 


К, 
+C(x, 0, £) 
R,, 


R e 28 
А 6 
(жу му 
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ЕСЕ) ТЕ (ёо) | 


А (а, 0, 8) 
х ехр < Зехр R. 
BEO) log Re К. +C(x, 0, є) 


Зл 
Rai 6+9 
х М, | +. 
К, 


进一步 ,根据 (3. 127) KA 


IF (čo) 1= If(z0) | < If(z0)—al + la| <e™™+ |а|. 
于 是 我 们 得 到 


IF(š)|< {е "+ |а|) 


| f- Ala Ө, є) 
x exp < Зехр 
B(0) log 292. 2 +C(o, 0,e) 


再 根据 条 件 (3. 128) 式 , 7 E n>n, 使 得 nzm 和 点 上 位 在 
11| < 了 (1+5) 内 且 在 圆 (?); 外 时 有 


IF(¢)|<21al. 
于 是 ,结合 (3. 154) 式 ,得 到 
| (&){<2]а[ 
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1 


хөр} — кез) (к 


B(0) log mn- 2 +С(а, 0, є) 
再 次 借助 于 积分 , 并 根据 (3. 127 ) 式 , 我们 导出 


|Ё(2)—Е(&)1= | | К (&)4&| <6|а| 
š 


2 


x op f - Ala Ө, =) ( Rai 


R. 
B(0) ов 天 


2 +C(z, 0, £) 


|/(@)—а|<|Е(&)—Е(&)|+1/()—а| 


А («, 0, 
<6|а|езр]— (а 0, ë) 


< 12]a| exp] - Ala 0, £) 
B(0) 108-8 2 С(а, 0, є 
R, №27 
(ж) е 
А(а, 0, ғ) 


) 


1 
Og——— > 
170) =al B(0) log R= +С(а, 0, в) 


Зя 


Я! 


Зк 


у. 


В(0)1ов > Ra = +C(a, bs) ` 
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3л 

В 6+—— 

x (к=) ° М, —1ов*(12|а|). 
R,2 


记 (Y); 在 z 平 面 上 的 原 像 集合 为 G9)” ЖП п, >п, МИҢ пла, 
以 及 点 z 位 在 可 — 0 +e, 0—s;R,,, R,s) 上 且 在 (y)' 外 时 有 


Зк 

1 А(о, 0, є) (е К, ү" 

log 之 Nw 
1702) —al B(0)log— Rn 2 +С(а, 9, є) 


(3. 155) 


最 后 , 我 们 证 明 (y)' 必 定 能 被 包含 在 一 些 圆 (y) 内 , 并 且 (;) 的 半 
BZ MRE- ER 事实 上 ,考虑 (中 的 一 个 圆 Ce:1e 一 6 


<t, Cs 在 z 平 面 上 的 原 像 为 C,ei 的 原 像 为 zu 则 在 C 上 存在 一 点 z， 
使 得 以 点 zi 为 心 , 以 连接 zi 和 2 的 直线 段 了 的 长 度 为 半径 作 圆 C 
>С. йг жеж ЕЮ А2, ЖЕ ME BERRAK L lz 
平面 上 的 像 为 一 条 连接 z: 和 z 的 曲线 六 于 是 根据 (3. 132) 式 我 们 
有 


mer< | ма | |46 | 
г' Т 


26 к 
29 / 80 + / Ra \+ е 
< 一 一 | 一 一 — R. t. 
л ( E ) (r ) "z 


记 全 体 圆 (C') 为 (?), 则 根据 (3. 135) 式 , (?) 的 半径 之 和 不 超过 


20 80 1 +20. 2+2 
т Е 0 
( ) ( е ) Ка 
л E К, 
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20 я 
1 enf e ү (ЕА, NFO 1 
一 一 (一 一 <— eR,,. 
х 4 aha) (z) g em 
于 是 引 理 3. 13 完全 得 证 . 


在 引 理 3. 13 中 ,如果 我 们 进一步 假设 f(z) 是 一 个 整 函数 , 则 根 
据 (3. 129) 和 (3.131) 式 ,以 及 0<s<9, 我们 判定 


于 是 在 区 间 | = 了 (+ [кеш вен а 2n SO), 
无 交 . 因 此 ,根据 (3.154) 式 ,我们 进一步 判定 


1 F'(2) 
.F=0)|=|=— d 
In(to F=0)! T а 4 
< 
B(0)log—" + С(а, 0, £) 


К,, 


Зя 
6+79 
(к=) м.о, 
Bl n(to Е=0) =0, X 38 #ДЕ(&) ЖЕ О |&|< 上 无 零点 所 
以 (3.1$4) ж 121 <t 上 一 致 地 成 立 . 从 而 我 们 可 以 证 
H (3. 155) RTE TÅ —0 +e, 0- s; Rai R,2) 上 一 致 地 成 立 . 因 而 我 们 
有 下 述 结 果 : 

引 理 3.14 设 f(z) 是 开平 面 |z| < + со 上 的 一 个 整 函数 , 其 级 4 


275. 


< + со, ЖААЖ. 
(Е 0(—0, 0) (О<0<л) EA 
im log*n{ 02(—0, 69; ғ), f=0) 


кз + logr 


(2) 对 于 某 个 取 定 的 数 6,0<s<0, 存在 序列 {R,}, 使 得 集合 


=< +00, . 


E,=E(zllog > N,, 


_— 1! _ 
176) -a| 


[z|= К, —0+s < ар2<0—е } 


的 线性 测度 mes E,> aR,( 2> т) 其 中 a 是 一 个 不 为 0 和 oo 的 复 
数 , N,>0 是 一 个 实数 , 且 有 i 


Зк. 


6+ 22(А +74) + 
lim Í í o Wa 
пә 十 加 Rai 


其 中 四 >0 是 某 个 取 定 的 实数 , ЦКК, < R,< R,,, Ra > (n— 
+оо). 

在 上 述 假定 之 下 , 只 要 nn 充分 大 , ДРИ ТЕ (0+6, 0 
一 5R Ra) EA A 


Ri olog Raz) м :=0, 


ISe) -al< exp{ - 5а) 
В(0) log- +C (a, 6, г) 


мі 


Е 6+2 

пі 9 

(ж) ®} 

其 中 4(o,6e)>0 和 C(ow 0, e) < + оо ERF x, 0, £ E. Уп EAR 
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常数 ,B(6) < +oo 是 依赖 于 Н уп ERR. 
3. 5. 2. Edrei-Fuchs 定 理 


60 年 代 初期 ,A. Edrei-W. Fuchs 曾经 考虑 一 类 具有 零点 和 极点 
分 布 在 有 限 条 曲线 上 的 亚 纯 函 数 . 他 们 对 于 这 类 亚 纯 函数 证 明了 可 
以 用 曲线 的 个 数 介 园 这 类 函数 的 非 零 有 穷 亏 值 的 个 数 1549. 下 述 两 
个 定理 是 他 们 结果 的 一 种 简单 形式 . 
定理 3.10 B/C) 是 开平 面 lz1<+oo 上 的 一 个 4(0<4< 
+oo) 级 亚 纯 函 数 ,A(0) (К=1,2---40<0,<0,<---<00„,, =, 
十 2r) 是 z 平 面 上 的 g(0 和 dg< ++o0) 条 半 直 线 , 并且 对 于 任意 小 的 数 & 
>0 有 
4 1) 
_ log*nf U H0, +s, бав). 7-х) 
lim ашы 
Р ос logr 
X=0,00.'  . (3.156) 


<À, 


如 果 记 f(z ) 的 非 零 有 穷 亏 值 数 为 p, WA p < q. 
证 . 首先 考虑 q=0 时 的 情况 .根据 (3. 156) 式 ,我 们 有 


Im logtn(r, f= X) 


r— + ao logr 


设 f(z) 具 有 一 个 非 零 有 穷 亏 值 a, 其 相应 亏 量 56(a, f) =ó >0. 根据 便 
等 式 | 
1 (1-2) 
f(z)—a a fF N f—a f 


4 
пза=ом.л{ U TAO, +=, ñas =X} =n fx, 
к=1 


=x <А, Х=0, оо. (3. 157) 
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导出 


+ т» Ре ) + or £) log2. 
进一步 根据 引 理 1.3 和 4< + cc, 我 们 判定 当 r 充 分 大 时 ,有 


"(» = )<о logr), 


m(r, £) о logr). 


于 是 


n(n L )> =. ү )-очов). 


再 根据 亏 值 的 定义 , 当 7 充 分 大 时 ,有 


m(r, +) > Ttr,f) —О(1орг). 


(3. 158) 


(3. 159) 


(3. 160) 


(3. 161) 


作 变换 f= 9, 置 F(L) = 70206). 再 设 (7) 是 相应 于 这 站 (1 下 


тоун) t ARM H[n=- ) 的 区 氏 除 外 加 oy 


R (y) fEz 平面 上 的 像 . 于 是 (7) 的 半径 不 超过 - 我 们 对 F(z) 应 用 


1 
引 理 3. 12, 置 其 中 的 7 一 S. R= ДЇМ С {УЛЕШ | < 一 -内 和 且 
r 2 2r 
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ТЕЙ] (›) 外 时 有 


1 
FOJ 212 /1 F 
Е |<- І "(F 

2 Xx 

1 1 

2 > 1 F 
тт "(5 Р) 

2 + 


+ {n(1,F=0)+n(1, Е= оо) } log (32er) 


1+1 f r—1 f 
s m(n £) - r+1 m(r, 7) 


Р 一 


+ (n(2r, f=0) +n(2r, f= оо) } log (32er) 


r+! r—1 
Íz t-t ов (27). 


进一步 根据 (3. 157), (3. 159) 和 (3. 160) <, 55 r 充分 大 时 , 对 位 在 
A z| <1 内 且 在 贺 (y)' 外 的 点 z 有 


log 


7 ó ， " 
та) |е а-л оби Іов), 


其 #0<л<-- (2—2). 特别 地 , фи PE Arar <r> +оо, (n> 


+оо) # 
T(r,, f) 2а". 
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Ф824 п> +оо Ё, A 


У (2) 
юв а) 


< -Ê Tr, D +О (г *'logr,) > — со. 


因此 ,我 们 判定 027 METE, уг) аж нах че 1> ОМ 


矛盾 .从 而 证 明了 4=0 时 f(z) 不 能 具有 非 稚 有 穷 亏 值 , 即 定理 3. 10 
成 立 . 

现在 我 们 考虑 一 般 情 况 ,0<q< 十 oo. 设 a,(v=1,2,…,p) 
是 f(z) 的 p 个 非 零 有 穷 亏 值 ,相应 的 亏 量 5(ay 门 =5.>0. 置 


w= min (0,,  —0,), 
1<k<q 


ó = min {5}, 
l<v<p 
а= тіп {|а,—а,„|}, 


I< vw v< р 
lal= max { |а, |), 

1<у<р 
[с = min { (с, |), 

1<у<р 


其 中 c, 是 f(z) 一 a, 在 原点 z=0 领 域内 展开 式 中 的 首 项 非 零 系数 . 任 
意 取 定数 h(0<h< 十 吕 ) 和 h,(0<h;<h), 则 根据 级 的 定义 和 引 
理 2. 3, 存在 序列 { Е, }, 1918 


lim JlogT(R, f) _, 
n> + oo log R, 


以 及 
TERA, f) е^ АТО, fy (1+o(1)) (п + о), 
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T(R", f) Srlit TR, f) (1001) ) (по +o). 


再 任 取 定数 go,0<o< h. 并 且 (+ 


+ т) 则 存在 正 整数 m, 使 得 当 n>mm 时 有 


R,>1, 
Т(К„е*, f) <е*Т(К„ /) (1+0(1)) <20T(R,, f), (3. 162) 
T(R", f) SATR, f) (1+0(1)) «21 T(R,, f), 


以 及 当 R> R, НҢ 


6 
FT(R,f) <т(К, ау), v=1,2, = p, 


1 
T| < , |, VR 1,22, ** р, 
(к 7а ) 2Т(К, f),v=1,2 р 


1 1 
— N 101082 + log* logt |а| + logt logt 一 -一 
T(R, f) | š 四 


I . 1 


4(p+1)e” 


2(2p+1 
+log— 1 +21ор-2\2Р+1) Р+1) 


1 
+ д 
+2logR+3log T(R, f) < 


因此 进一步 根据 引 理 3.9 我 们 判定 在 区 间 [R,, Ree"] 中 存在 值 mw 和 
一 个 相应 的 值 0(0<9<2x) № Ж ВЕ, (1) (1<у<р), 使 得 
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*4 ӨєЕ, (t) Ві 


并 且 

mes Е,(ї„) > М = М (ô, һу, å G) >0, 
其 中 

М (ô, hi, 2, о) 


no 


#h1 十 ea 2 l6(p+1)e!t#h |` 
8е?*1^ £ TE. — log —— +- — 
e I eł"i — e° h, ов е7 — 1 | 


任意 取 定 数 є, 


0 <£ < тіп M о 
e 8 ”2 


Ж) ЖЕ 4 TREE, (tn) (С9,+ 22, 0+1 —2E] (k=t, 2, --., а, 0. =0, 
+2r) 中 至 少 存 在 一 个 集 # E,(t,)[1[0, +2в, Ө, +1 
一 2 ] (1<k,<q), 其 线性 测度 


mes {E(t) (109, +28 д, -27 > -у—. 
进一步 根据 (3. 156) 式 ,我 们 判定 


lim log'n ( 2 (0, +s, 0, +1—5r), f= X } 


< Z < +, 
г + о ор ғ 


X = 0, co. 
б M | 
最 后 ， 应 用 B| BE 3. 13, 置 其 中 ВМ, 4 Tw Л), ®=-у—› Ка 
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=Re ®©,К„=К„е©®,О> тах 证。 中 并 注意 到 


R 6+20 ту ， 
lim (=) RAs+ 7. log кы}; 
n— + oo пі 


д'+21, 
< lim foz log К.) }>。 
T(R,, f) 


п + o 


其 中 0<m< E (2-2), W п ЖКН ЖЯ Е TNO, +26, б, 
— 2e, Rie-o, Ruce) 上 且 在 圆 (7) 外 的 点 z 有 


4 
> A (a, є, О, 0, ó) T(t,, f) > log-7> (3. 163) 


1 
юв T(z) а 


Жр (у) 的 半径 之 和 不 超过 -eaRie-o< (ce 一 e 9)R, A(a, £, Q, а, 


5) >0 是 与 4 无 关 的 常数 .因此 ,对 于 充分 大 的 n, 每 个 亏 值 q 对 应 一 
个 集合 有 (8 +2в, Ө, 11 一 25; К,е 9, К,е0), p 个 亏 值 对 应 p 个 集 
合 (Ө, + 2, Ө, +1 —2в;К„е 9 R .e9)(v=1,2,..., p). 根据 (3. 163) 
R 我 们 判定 这 p 个 集合 彼此 无 交 , 从 而 有 pq. 于 是 定理 3. 10 完全 
得 证 . 

在 定理 3. 10 的 假设 中 , 如 果 我 们 进一步 假设 /(z) 是 一 个 整 函 数 ， 
则 在 定理 3. 10 的 证 明 中 ,应 用 引 理 3. 14 代替 引 理 3. 13, 我 们 可 以 判 
定 当 nn 充 分 大 时 , 对 位 在 THO, + 26, 0, +1 —2e;R,e `°, Ке?) EB) 2 
有 


|/(z)—a,| < exp { —A (a, 0, ғ, О, о, Ó) T(t, f) ) <4-. 164) 


ЖН3®% р ÆA! (Ө, + 2, Ө, + —2s;R,e 0, R,e9)|v=1,2 p} 
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彼此 无 交 .再 次 应 用 引 理 3.14 置 其 中 的 = Tü, Л.а 


= a R, =R e+e, Ra =R, (h> h HEER 


R 6+2(' +I +37. , 
lim IC) ЕКЕ?" ов, 
п1 


А' +2" 
п» + со T(R,, f) 


Д 0<п<2- (4-2). M in 充分 大 时 , Ж fz tE ТАО, 
+2e, 0, +, — 25,К,е "+, R etr) Бнр 


U(z)—a,| < exp { — A(z, є, h, о, ó) T(t,, f) ) 


H ФА (о, ғ, 0, h, а, 5) >0 是 与 n 无 关 的 常数 .于 是 进一步 得 到 
当 ze 100, +26, б, +17 25;К,е "+t®, Ке °) Ж 


|/(2)|</(#)—а,| +[а|<1+]а| (v=1,2,..,p).(3.165) 


不 失 一 般 性 ， RMR 0, <0, , (у= 1, 2, әз, Р). 以 下 ， 我 们 证 
明 


(b+28] 一 (gl 一 28) > (1<у<р). (3. 166) 
事实 上 ,如果 不 然 , 则 应 有 
(б +26) (0,1—2) < 3 (1), п>0© (3.167) 
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如 果 在 定理 3. 10 的 证 明 中 , 我 们 取 @> Зл, 则 根据 定理 3. 2 应 有 


1 1 
{N+lal} {2,3 +e23 } >d, 


其 中 是 |f(z) | fE TAO, +1— 2, 9 十 25Rue 2 Ree2) 上 的 最 大 
值 ,以 及 | | 


в,=е,= exp { — А(а, ғ, 0, h, о, б) T(t,, f) }. 
设 000, 22e, Or, +1+25К,е 2 К,е@) Б 2,9 | f(z,) | =N. 于 
是 当 n 充分 大 时 ,我 们 判定 


1 f(z,) | 之 ерла е, 0.Q, с, %)Т(Е,, n} 一 lal 


log |/(2)1> A(% e, 0,0,0, 5)T(ts Лај +. (3.168) 


L: 


9 一 方面 , 根据 (3. 165) 式 ， 当 zeA(O +1—26; Re-A+c， R. eh") 
UACA, +258, 7®+°, Ruex-“) 时 ,有 


1702)1<1+ 14|. 


于 是 点 z,E 4 人 (0 —2, 6, + 1 十 25 及 se "t, Re “). 现在 ,应 用 引 
理 2. 10, 我 们 得 到 


log |/(z,) | < log(1+ 1al) 


4 Re ** ) атата 
+ 12,1 log М(К,е "+, f) 


2ж 
zli Ке **° Өк, бк, 1 t 4 
Iz» 
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x 
55—108 M (К.е °, f), (3. 169) 


2,1. | өк “өк, +46 
1 — Y v+i У 
"| ( Ra- 


进一步 ,根据 (1. 21) 和 (3. 162) 式 有 


log М(К„е **°, f) < log M(R,e' `°, f) 


К„е*+ Ке” s 


e+ 
< RoRe T(R,e, f) < 


е" — 


I зеб +) Tt, f). 
(3. 170) 


于 是 (3. 167), (3. 168), (3. 169) 和 (3. 170) 式 给 出 


1 
g А4\® * ©, Q, 0,5)Т(1,, f) <log(1+ lal) 


1 
‚©те у EH AGAT D 
24 二 т 
n{1—et rtQtoi-r} 1 
А 
{ht+Q+ors NT 
+ 2 十 ] ^+ an, f) 
п{1—е17*+0 +97 е — 1 
Фп + оо, 1$ 


村 4(w g, 0, Q, с, ó) 


16(e"+1) ее а 


xí еконт у 
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但 是 我 们 若 取 户 适当 大 , 则 上 式 不 能 成 立 , 即 说 明 (3. 166) 式 必须 成 
立 . (3 166) 式 成 立 又 进一步 说 明 必须 有 P< —- 和 p<24, 从 而 我 们 


证 明了 下 述 结果 : 

定理 3.11 设 /(z) 是 一 个 1(0<14< +оо) Ж, А (0,) (k 
=12…,4; OKO, <0, < © <0, <27, 0+1=0, +27) 是 z 平面 上 
йй а(0О<а< +oo) 条 半 直 线 , 并且 对 于 任意 小 的 数 s>0 有 


4 
log*n{ U) Q(0,+z,0,.  —sr), f=0) 
Tim 1 


< А. 
Ра + о Іов г 


如 果 记 (z) 的 非 党 有 穷 亏 值 数 为 忆 则 有 ps< + р<24. 


现在 , 我们 可 以 从 定理 3. 10 和 定理 3. 11 直接 推导 出 杨 乐 . 张 广 
厚 的 下 述 两 个 结果 .Bt21429 

定理 3.12 设 /(z) 是 开平 面 |z1< +оо 上 的 一 个 1 级 (0<4< 
+оо) ЖФ, 如 果 记 /{z) 的 4 级 Borel 方 向 个 数 为 q, 亏 值 个 数 
5р, WA p < q. 

定理 3.13 f(z) R — 4 1(0<41<+ co) R Ж A Ж, 如 果 


je f(z) 的 4 级 Borel 方向 个 数 为 % 有 穷 亏 值 个 数 为 p, 则 有 p< 9, 


并 且 当 4g< + co 时 有 P<241. 

事实 上 , 根据 定理 2 14 HIS ES yE Eg, 我 们 判定 存在 两 个 判 
别 有 穷 复数 b 和 c, 使 得 bp Жс 均 判别 于 f(z) 的 p 个 亏 值 a,(v 
三 1, 2,…, p), 以 及 对 于 任意 小 的 数 e>0 有 


4 
юв'п U 02(0,+, Orri ~er), sx) 
Лип = 二 


7 一 十 中 logr 


FER 


<A <À, X =a, b. 


- 287- 


raj- Ob 


f(z)—e 
则 F(z) 具 有 p 个 非 零 有 穷 亏 值 -人 a 一 (v= 1,2 р), 并 且 对 任 
意 小 的 数 e> 0 有 
gr Ú OQ (0, + е, Okr — ёғ), ғ-х) 
lim к=: <4' < 2, 
к + оо logr 
X = 0, ©. 


于 是 根据 定理 3. 10, 我 们 判定 定理 3. 12 成立 . 
如 果 f(z) 是 整 函 数 , 则 取 c = oo 和 作 变 换 下 (z) =f(z) 一 b. 于 是 
根据 定理 3. 11, 我 们 判定 定理 3. 13 成立. 


3, 5. 3. Edrei-Fuchs 定理 的 改进 


513.15 设 1(z) 是 开平 面 lz| < + oo 上 的 一 个 亚 纯 函 数 , 其 下 
u< 十 со, 并 且 满 足 条 件 ， 
(YEN — 0,0)(0 < 0 < x) EA 
= log*n{ ()( — 0, 0r), f= X) 
r— +c logr 
(2) 对 于 某 个 取 定 的 数 o > 0 和 取 定 的 充分 大 的 数 h(0 < < 
+ оо), 存在 两 个 序列 { R.) 和 {1,}, 使 得 


<и <+с=, X =0, co. 


log T(R,, f) ' 
„Ш C ЖЕШ (3.171) 


Т(К,е", f) < erT(R,, f) (1 +o (1)) 
< 2е*Т( R, f) (”— + оо), (3. 172) 
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K < 2ш, (3. 173) 
R. Stp SR, n=l, 2, э, 


以 及 对 某 个 取 定 的 数 e0 < £ < 0, 集合 


E= Ef: 


її] 26 РЕ W| RE mes Е, > aR,(a >). 其 中 a 是 一 个 非 零 有 穷 复 
数 , N, > 0 是 一 个 实数 ,并 且 有 


1 
U(z)—al| ° 


lim (Аи * 2'0]орК,) №! = 0, 
其 中 加 > 0 是 某 个 取 定 的 实数 . 
在 上 述 假 定之 下 , 只 要 nn 充分 大 , 则 对 位 在 人 一 9+s,0--& 
R,Q `', R,Q) (Qe)? q H fE 0 (7) #F69 AA 


1 
log уар > А (о, £, ө, OJN n 


其 中 (у) 的 半径 之 和 不 超过 -5_sR (у) A AAA ЗИН kia 


于 m4(os00)>0 是 依赖 于 we 0, Q WW 5 п 无关 的 常数 . 

事实 上 , 这 个 引 理 的 证 明基 本 上 是 引 理 3. 13 证 明 的 重复 .在 引 
理 3. 13 的 证 明 中 ， H ZJ H KREN, 3EHB E R,,=R,0 `!, R,,=R,Q 
和 Ra (5 J oz, 以 及 从 (3, 146) 式 起 到 (3. 149) RIE, 置换 


2 


其 中 的 及 ,为 性 然而 最 关键 的 修正 是 (3. 137) 和 (3. 151) 式 ,在 那里 


1)Q 2 er 保证 i, 拟 R,Q. 
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我 们 用 到 了 级 4< + oo 的 条 件 .在 这 里 ,我 们 取 姑 充分 大 ,使 得 


к>1ов{4-( Jo 
则 当 充分 大 时 ,根据 (3. 170), (3. 171) 和 (3. 172) 式 有 
Т( 2R,3, f) < T( 4R,,, Л) < T( Ке", Р) 


< 2еКТ(К,, f) < 2е?*“КЕ*", q > 0. 


于 是 我 们 可 以 用 此 式 代替 (3.137) 和 (3. 141) 式 , 从 而 (3. 138) 
和 (3.152) 式 仍然 成 立 . 

相应 于 引 理 3. 14, 我 们 有 

引 理 3,16 设 f(z) 是 一 个 整 函 数 ,其 下 级 /< 十 oo, 并且 满足 条 
件 : 


(1)# 0(—0,0) (0<0<л) Еж 


=. log*n{ Q (— 9, 0;r), f=0 


< р < + oo. 
r— + о logr i 


(2) 对 于 某 个 取 定 的 数 o>0 和 取 定 的 充分 大 的 数 h 0<h< 
+ со, 存在 两 个 序列 {R,} Яй {t}, 使 得 


logT(R, f) _ 
n+o ОБК, 


T(R,e*, f) < erT(R,, f) (1+0(1)) 
< 2е*Т(В„ f) (n— + оо), 
K < 2hu, 


R, <t, < Ве,п= 1,2,..., 


‚ 2%. 


以 及 对 某 个 取 定 的 数 e О<є< 0, 集合 


Е,=Е{: 


-9 +e<argz <0—el 


log > №, |Z| = t, 


1702) 一 al 


的 线性 测度 mes Е, > =R, (: > +) 其 中 是 一 个 非 零 有 穷 复数 , N， 
>0 是 一 个 实数 ,并 且 有 


lim (Rx +t2"o]og R,)N; 1 = 0, 
其 Yo>0 是 某 个 取 定 的 实数 . 
在 上 述 假 定之 下 ,; 只 要 n 充分 大 , 则 对 位 在 (一 0+e,9 
一 6;R,Q 1, RQ) (Q>e”) 上 的 点 z 有 


|f(z)—al < exp { —А(«, е, 9, Q)N,), 


其 中 4(w e, 9, 8) >0 是 依赖 于 a&, s, Ө, О H5 п ERKAK. 
相应 地 ,我 们 可 以 应 用 引 理 3. 15 和 引 理 3. 16 证 明 下 述 两 个 结 
Ж. 


定理 3.14 设 /(z) 是 开平 面 |z| < + oo 上 的 一 个 下 级 为 (0<4 
<+o) BJ E # р 3⁄.A(0.)(k=1,2,-..,qq0<0,<0,<:.--<0, 
<21,0,.:=0, +2л) #2 ЖШ ЕЙ а(0<а< +oo) 条 半 直线 , 并 且 对 
于 任意 小 的 数 :>0 有 


4 
gr 0(0, + е, 6,4, — 65у], /=x] 
lim т — 


Х = . 
к-+® logr <h 0, a 


如 果 记 f(z) 的 非 零 有 穷 亏 值 数 为 p, 则 有 p< gq. 
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定理 3.15 Hfz) EFEM <+ 上 的 一 个 下 级 为 (0 
<р< +оо) р, Л(0,) (к= 1, 2, ·--, 40<0,<--- <0., 011 = 0; 
+2л) z ФРИ E #9(0<а<+о) 条 半 直 线 , 并 且 对 于 任意 小 的 
数 2>>0 有 


4 
log * "| U 2(Өк-+є, b+ е; ғ), =o) 
lim “= 


reto logr 


< р. 


іс f(z) KERAN S AAA р, WA p < + Жр<2и. 


进一步 ,我们 还 可 以 得 到 下 述 两 个 结果 ; 
定理 3.16 设 1(z) 是 开平 面 |z| < + oo 上 的 一 个 下 级 为 (CU< 
十 oo ) 的 亚 纯 函数 ,并 且 有 


T(r, f) 
„m Порт)? = 十 co. (3. 174) 


再 设 A(8) (к=1, 2, --., q40<0,<0,<...<0,<2=,0,, = Ө, +20) 
是 z 平 面 上 的 4(0<4< +oo) 条 半 直 线 ,并且 对 于 任意 小 的 数 e> 0 有 


nf Ú aate brier) 7-х) 
lim к=1 
к= + logr 
如 果 记 f(z) 的 非 零 有 穷 亏 值 数 为 p, WE p <q. 
定理 3.17 设 /(z) 是 开平 面 |z| < 十 oo 上 的 一 个 下 级 为 上 (< 
+ co ) 的 整 函数 , 并 且 有 


< + о, X = 0, оо 


s= _I(r, f) 
l = . 
,im iog)? + co 


再 设 A(b] (k=1,2, =, q0<0 <0, <- <0, <27, b s1= бү+ 2л) 
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是 z 平 面 上 的 g(0 和 9< +2) 条 半 直 线 ,并 且 对 于 任意 小 的 数 s>0 有 


4 
_ "Í оф, +s б.у), 0) 
lim -一 “=L — 


- < + co. 
кэ + logr 


如 果 记 f(z ) 的 非 零 有 穷 亏 值 数 为 p, 则 有 p< -和 P< 2 人 


事实 上 ,我 们 只 人 须 证 明 当 q=0 时 必 有 p=0. 24 q2> 1 时 , 如 
Ж /(2) ЖУУР АЖ. НВ р >2, 则 根据 定理 3.4, 应 有 A> 0. 于 是 再 根 
据 定 理 3. 14 判定 psgq. 如 果 f(z) 是 整 函 数 且 有 p>1, 则 根据 定 


理 3.4 应 有 A> 0, 于 是 再 根据 定理 3. 15, 判定 p< -M p< 2y. 


现在 ,我 们 证 明 当 4=0 时 , 必 有 P=0. 首先 ,根据 引 理 2. 4, 对 任 
意 取 定 的 值 A(0<A< + со), 存在 序列 { R,} ,使 得 


T(R, f) 
„-+е (log К, )? 


= + co, (3.175) 
Т(К„е^, f) < еп T(R,, f) (1+0(1)) 
< 2e" T( R,, f) (п + со). (3. 176) 
另 一 方面 ,根据 4g=0, 我 们 判定 


lim n(r,f= X) < 


+o, X = 0, о, 
r-+wm  logr 


设 /(z) 具 有 -个 非 零 有 穷 亏 值 a, 其 亏 量 5(a, f) =5>0, 则 根据 恒 等 
式 . 


1 1 Л) | f'(z) 4 


0-а a f(z) |) -а JO) 
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导出 
1 . 1 Ј 
"(к уа) в таг (к 77) 


+ "(в = )+ "(к, L )+ log 2. 


进一步 根据 (3. 176) 和 引 理 上 3, 置 其 中 的 r= R,, p= К„е*, 则 有 


"(к 7) <9 0а, 01). 
m( Re 27) «оов гвл, 7] ). 


于 是 
"(к 5) ута. 7) Ot log ГА, T(R,, f) 1. 


以 下 ,类 似 于 在 定理 3. 10 的 证 明 中 对 gq=0 时 的 讨论 情况 , 我们 可 以 
证 明 当 点 z 位 在 圆 |z| <1 内 旦 在 贺 (Y)' 外 时 ,有 


| 2 < -Å ТОЕ, f) + 0 {(logR,)?}. 


pb) 的 半径 和 不 超过 一 于 是 根据 (3. 175) 式 判定 x mg 


+ Ж, BD f(z) 是 个 常数 .但 是 这 与 (3. 174) 式 相 了 矛盾 , 从 而 当 g=0 
时 ,f(z) 不 能 具有 非 零 有 穷 亏 值 . 


83.6. 注 记 


我 们 已 经 比较 详细 地 论述 了 亏 值 个 数 在 什么 条 件 下 应 当 是 有 限 的 . 


. 294 - 


本 节 将 简单 扼要 地 介绍 亏 值 理论 的 其 它 方面 的 重要 成 果 ”. 


3. 6. 1. 反问 题 


我 们 在 第 一 章 已 经 证 明了 一 个 在 开平 面 |z| < + oo 上 不 恒 为 党 
HEARR), 其 全 体 亏 值 {e ;构成 一 个 可 数 集 , 并 且 其 气量 总 
和 


АСД) =} (a, f) < 2. 


那么 ,在 理论 上 会 很 自然 地 提出 下 述 反 问题 : 
对 于 任意 给 定 一 组 判别 复数 a;(i= 1, 2, …, q;4 < 十 oo ) 和 一 组 相 
应 的 正 数 5,,0<6<1(i=1, 2, с» а) 3: HERRES, 能 否 构 


造 出 一 个 亚 纯 函数 1(z), 使 得 f(z) 以 给 定 的 且 仅 以 给 定 的 这 组 复 
Ж (а, 为 亏 值 ,其 相应 的 亏 量 5(al f) =ó,(i=1,2, ..., q)? 

对 于 这 个 具有 十 分 重要 意义 的 反问 题 , Н А 1925 # R. 
Nevanlinna 的 工作 以 来 , 始终 只 有 特殊 条 件 下 的 结果 , 直到 1977 年 
D. Drasin 应 用 拟 共 形 映 照 理论 才 出 色 地 解决 了 这 个 间 题 .具体 地 ， 
fE HERA T FARU, 

W {6б}, {9.} (<i<Ns+o) 是 两 个 正 数 序列 , 并 且 适 合 条 
件 : 


0<ó +0 < (1 <i<N), 
Z (ô: +0,) < 2. 
H8Tiglaj)(1<i<N) Я, ЖЕНЕТ ЖЕР: 


а жа, (1<ізжј < М). 


1) 关 于 亏 值 理论 自 Ntvanlinna 以 来 的 重要 发 展 , 请 参见 [16b ] . 


在 上 述 假设 之 下 ,必定 存在 一 个 亚 纯 函数 /(z), 使 得 
ё(а„ f) = дь 0(a,, f) = 0, (1<i<N), 
ó(a,f)=0(a,f)=0 (ае {а}). 
进一步 , 如果 Ф (л) ЕНЕР, Нг + оо BJA $ (r) 
— + ос, 则 可 以 要 求 1(z) 适 合 条 件 : 当 7 充 分 大 时 有 T(x, f) <. 
对 于 整 函 数 的 情况 , 早 在 1962 年 W. Fuchs 和 W. Hayman 就 已 
经 解决 了 这 个 反问 题 "". | 
# D. Drasin 的 结果 中 , РА Ж #£ W. Fuchs Ж W - Hayman 的 结 
果 中 , 一般 构造 的 亚 纯 函数 或 整 函 数 /(z) 必 须 是 无 穷 级 .如果 要 
RA) EA F R, 则 上 述 反 问题 一 般 不 再 是 可 解 的 .事实 
Е, А. Weitsman 在 1969 年 证 明了 下 述 结果 ?，; 
如 果 f(z) 是 一 个 下 级 4 为 有 穷 的 亚 纯 函数 ,并 且 浇 足 条 件 : 


Уё(а, f) = 2, 
则 f(z) 至 多 有 24 个 亏 值 . 
在 1972 年 他 又 证 明了 下 述 结果 ?9， 
如 果 f(z) 是 一 个 下 级 4 为 有 穷 的 亚 纯 饮 数 , 则 有 
TST (а, f) < + оо. 
对 于 A. Weitsman 的 第 二 个 结果 ,我 们 作 一 点 说 明 : 指 数 1/, 是 最 
佳 的 .事实 上 , а < — tt, w. Haymanc19 构 造 出 有 穷 正 级 亚 纯 函 


ЖР), 使 得 
Zô (a, f)= + о. 


1) 见 定理 3. В. 


另外 ,我 们 再 作 一 点 说 明 :W. Hayman 的 这 个 结果 同时 说 明了 存 
在 具有 无 穷 多 个 亏 值 的 有 穷 正 级 亚 纯 函数 .不 过 ,更 早 
ЯЯ А. Gold'berg 已 经 构造 出 这 样 的 例子 18 事实 上 , М. Hayman 
的 这 个 结果 正 是 基于 A. Goldberg 的 方法 得 到 的 .对 于 整 函数 的 情 
况 ,1966 年 N，Arakelyan 利用 到 近 论 的 方法 证 明了 下 述 结果 人 3， 


对 于 任意 给 定 的 数 2> 本 必定 存在 具有 无 穷 多 个 亏 值 的 整 函 


Ж (2), 县 其 级 为 4. 
N. Arakelyan 还 猜测 :对 于 有 穷 级 整 函 数 A(z) 必 有 


У {log ( 1/5 (а, 5) } `! < + co. 


3. 6. 2， 展 布 关 系 


1965 年 A. Edrei 引进 了 一 个 很 有 用 的 概念 , 即 所 谓 Polya 峰 
的 na 概念 : 设 T(r) 是 定义 在 区 间 fto, +oo)(toz>z0) 上 的 一 个 正 的 
下 减 连续 趋 于 © 的 函数 . 一 个 序列 Ir, Y 称 为 TUr) 的 一 个 p(O<p< 
+) Pólya 峰 序列 ,如 果 存 在 两 个 序列 {m } ЖП {т} 使 得 


r г 
t+, —-— ә + c (n— +оо), 
r r 


уе + co, 
以 及 
p 
Тг) <] (1+0(1)) (п + оо, тг). 
T(r,) r, 


А. Edrei 证 明了 下 述 结果 : 
i Т(т) F уд, д< + оо 和 级 为 4 А< + со, 则 对 于 每 个 有 
穷 数 p, и< p< 必定 存在 一 个 关于 Tir) h p% Polya 峰 序 列 . 
现在 , 我 们 介绍 A. Edrei 的 一 个 著名 猜测 , 即 所 谓 的 展 布 关 系 


(Spread relation): 


- 297 - 


设 f(z) 是 开平 面 |z| < + oo 上 的 一 个 下 级 上 为 有 穷 的 亚 纯 函 数 ， 
于 是 存在 一 个 /级 Pólya 峰 序 列 { r,}. 再 设 A(r) 是 一 个 正 的 函数 ,并 
且 满 足 条 件 : 


A(r)=olT(r,f)) (r= +оо). (3. 177) 
定义 
ва) Е{Ө| |/(ге®)—а| <е7^9, —п<@<л}, азё оо, 
Е{0| |е?) | >eAm, —т<@<т}, а= оо. 
ш 
sa (a) = lim mes E, (r,a), 
则 关于 复数 a 的 展 布 


o{a)= info, (а), 
A 


这 里 的 下 确 界 是 对 全 部 适合 条 件 (3. 177) 式 的 和 (rj 而 取 的 . 
1967 年 A. Edrei 猜测 :下 述 展 布 关 系 [14a 


в(а)> minds Qs / 2%} 
H 2 
成 立 ， 


1973 年 A. Baernstein 了 证 明了 这 个 猜测 的 正确 性 (4. 他 的 证 明 
基于 引进 了 所 谓 的 T*(z) 函 数 , 其 定义 如 下 : 
设 f(z) 是 一 个 不 恒 为 零 的 亚 纯 函 数 . 置 


m* (z) =sup 3 | ов 109) 140 
E 2п JE 


(z=re®,0<r< + оо, 0<0<л), 
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这 里 的 上 确 界 是 对 全 部 适合 条 件 mesE=260 的 可 测 集 合 Ec 
(一 zt) 而 取 的 , 则 定义 


T*(z)=m*(z)+N(|z], f). 
A. Baernstein П #F8H f 7T*(z) 是 上 半 平 面 Imz>0 内 的 一 个 次 
调和 函数 ,同时 在 H, H=E{z]Imz>0 zzx#0} 上 是 一 个 连续 函数 ， 


T*(z) 的 重要 性 不 仅 表现 在 Edrei 猜测 的 证 明 中 ,而 且 表 现在 许 
多 其 它 极 值 问题 的 证 明 中 eu. 因此 ,7T* (z) 函数 是 一 个 十 分 强 有 力 的 
工具 .A. Baernstein 下 的 这 个 工作 有 很 重要 的 意义 ， 

展 布 关系 有 许多 重要 应 用 .例如 , 根据 展 布 关系 可 以 导出 下 
Ж А. Edrei-W. Fuchs 的 著名 椭圆 定理 59. 
设 /(z) 是 开平 面 |zj<+oo 上 的 一 个 亚 纯 函数 , 其 下 级 

.为 .0<n<1. 再 设 /(z) 以 两 个 判别 复数 a 和 4b 为 亏 值 , 并且 记 


u=1—ó(a, f),v=1—6(b, f), 


则 有 
и? +102 — 2uu соз ил > sin? um, 


并 且 当 ws cos hr 时 ,有 pb= 1, 以 及 当 bs cos um l, A и=1. 

另外 , 根据 展 布 关系 可 以 解决 下 级 1 和 1 时 的 亚 纯 函 数 的 气量 问 
题 .1973 年 , A. Edrei 基于 展 布 关 系 证 明了 下 述 定理 HL4u， 

设 f(z) 是 开平 面 |z] < 十 oo 上 的 一 个 下 级 为 上 的 亚 纯 函 数 . 如 


Ж0<и< 于, 则 /(z) 的 亏 量 总 和 
У ó(a, f) <1 — cos дт, 


但 有 一 种 情况 除外 , 即 当 f(z) 仅 有 一 个 亏 值 时 , 其 相应 亏 量 能 取 区 
. 299 . 


间 [0, 1] 上 的 任何 值 ;如 果 - <и<1, 则 /z) 的 气量 总 和 
>6(a f) < 2 — sin um; 


ЖР ЗК X 34/02) В #f 1 5 fa Ma, ЭЁ B ó(a,, f) =1 
#ló(a, f) =1— sin ил 时 成 立 . 
当 4>>1 时 , 亏 量 问 题 尚未 解决 .这 是 一 个 非常 值得 研究 的 问题 . 
对 于 级 4>1 的 亚 纯 函数 /(z),D. Drasin ЖП А. Weitsman 在 
1975 ФЕС Зс) AN 


У (а, f) <А = тах [A,, А, }, 
其 中 


2sin— {24} 
A,=2— 


[22] +2sin— {24} 


2cos— {24} 
人 一 2 一 


[22]+1 , 


此 处 [x] 表 示 x 的 整数 部 分 和 {x} =x 一 [х]. 
他 们 构造 出 例子 说 明 这 个 上 界 人 是 准确 的 . 


3. 6. 3. F. Nevanlinna 猜 测 


通过 一 些 例 子 的 考查 , 1930 年 F. Nevanlinna 作 了 下 述 著 名 猜 
weta, 

BSJ) 是 开平 面 |z| < + oo 上 的 一 个 亚 纯 函数 , 其 亏 量 总 
му ó (a, f) =2, 则 有 下 述 性 质 ， 


(OSKR AS 1 是 -的 整数 信 ， 
(2) (2) 518 A 38 < 22; 
(3)f(z) 的 每 个 亏 值 的 亏 量 是 的 整数 信 . 


1946 年 ,A. Pfluger 考虑 了 整 函 数 的 情况 , 他 证 明了 下 述 结 
idal, 

设 f(z) 是 开平 面 |z|< +оо 上 的 一 个 整 函数 ,其 级 4< + co, 并 
且 f(z) 的 亏 量 总 和 》6(a, f) =2, 则 有 下 述 性 质 : 


(1)4 是 一 个 正 整 数 ; 
(2)7(z) 的 亏 什 的 亏 量 是 一 的 整数 倍 ， 


(3)/(z) WW f 2 = fü T 38 < 2. 
1959 年 ,A. Edrei 和 W. Fuchs 补充 证 明了 下 述 性 质 ('53， 

(4)f(z) 的 每 个 亏 值 同时 是 浙 近 值 . 

以 后 , 我们 称 F. Nevanlinna 猜测 就 包括 了 A. Edrei 和 W. Fuchs 
证 明 的 性 质 (4). 1969 年 A. Weitsman 出 色 地 证 明了 这 个 猜测 的 性 
质 (2)， 从 而 这 个 猜测 得 到 部 分 解决 . 完全 解决 这 个 猜测 一 直 是 很 
困难 的 .最 近 ,D. Drasin 在 一 篇 杰出 的 论文 中 429, 再 次 应 用 拟 共 形 
映照 理论 , 成 功 地 证 明了 下 . Nevanlinna 猜测 的 正确 性 . 
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第 四 章 ЖИЛАВИ 


本 章 主 要 介绍 渐 近 值 的 基本 理论 及 其 某 些 新 的 结果 . 渐 近 值 理 
论 是 整 函 数 和 亚 纯 函数 理论 的 重要 组 成 部 分 , 它 与 整 函 数 和 亚 纯 函 
数 的 值 分 布 理 论 及 其 反 函 数理 论 都 有 密切 关系 .同时 渐 近 值 理 论 的 
研究 在 历史 上 也 推动 了 几何 函数 论 的 发 展 . 


Š 4.1. 渐 近 值 和 超越 奇 点 
4.1.1. 基本 概念 B320394 


设 w= 了 (z) 是 开平 面 |z| < + со 上 的 一 个 超越 整 函 数 或 亚 纯 函 
数 ,z=p(w) 是 f(z) 的 反 函 数 .Ff 是 9g(w}) 定 义 的 覆盖 在 w 平 面 上 
的 Riemann 曲面 , 即 FF 是 由 p(w) 的 一 个 解析 元 素 沿 着 w 平 面 上 所 有 
可 能 的 路 径 进 行 具有 代数 特征 的 解析 开拓 ?所 得 到 的 Riemann 曲 
面 .于 是 p(w) 在 F 上 是 单 值 的 ,将 下 共 形 映照 到 开平 面 |z| < + со. 
因此 ,FF 是 一 个 单 连通 抛物 型 Riemann 曲面 .我 们 用 {(a) 表 示 下 上 的 
一 个 点 , (4) 在 w 平 面 上 的 投影 为 a: 用 (上 、) 表 示 上 上 的 一 条 连续 曲 
线 , ( 工 ,在 w 平 面 上 的 投影 为 荆 , 世 。 是 一 条 连续 曲线 .我 们 称 一 条 
曲线 工 v 或 ( 工 v) 趋 近 于 4 或 (4), 如 果 a 或 (a) 是 或 (LL,) 的 一 个 
端点 ,但 是 ea 或 (a) 可 能 不 属于 这 条 曲线 工 。 或 ( 工 。). 在 以 后 ,我 们 可 
以 证 明 抛 物 型 Riemann 曲面 F 的 每 个 边界 点 都 是 可 近 边 界 点 ( 见 定 


1) 具 有 代数 特征 的 解析 开拓 意 指 p(w) 的 每 个 元 素 在 w 平 面 上 的 展 式 可 取 下 述 
ER: Y. Сю), 其 中 四 是 一 个 整数 ,是 一 个 正 整数 .在 本 节 , 谈 到 开拓 都 是 
n=no 


指 这 种 意义 下 的 开拓 ， 
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理 4.1), 即 对 于 下 的 每 个 边界 点 (a), 在 F 上 都 存在 一 条 曲线 (L、) 趋 
近 于 (a). 或 者 说 在 w 半 面 上 存在 一 条 曲线 L, 趋 近 于 a, 同时 存 
在 p(w) 的 一 个 解析 元 素 pw), E iB o (w) WEL, 开拓 终结 于 
Жа, 而 a 是 这 个 开拓 的 一 个 非 代 数 奇 点 .我们 称 如 此 的 奇 点 a 为 由 元 
Ж po(w) 和 工 v 所 定义 的 超越 奇 点 .以 后 ,我 们 用 wo(w) 不 仅 表 示 初 
ЛЖ po (w), 而 且 表 示 oo(w)] 没 着 工 。 开 拓 所 得 到 的 任何 一 个 元 
素 . 设 p(w) 的 一 个 元 素 为 p1(w), В оф, (м) УЕ а 
Aa. 再 设 9(w) 的 另 一 个 元 素 为 9，,(w), ЖН дф, (м) УЕ 
个 奇 点 as. 明显 地 , ҷа, a, Bh, # F 上 相应 的 两 个 边界 点 (al) 
和 (a ) 是 判别 的 . 当 al=a; 时 , 如 果 在 a(a=ai=a;) 点 的 任何 一 个 
邻 域 jw 一 a| <pn(p>0) 内 , 均 存 在 连接 Lv 和 Ls 的 曲线 工 , 使 
得 ol (wm A pw TARE 工 , 彼 此 进行 开拓 , 则 在 上 定义 同一 个 
边界 点 (a). 于 是 (el) 和 (az) 是 非 判 别 的 ;如 果 存 在 a 点 的 一 个 邻 
域 |w 一 a <p(p>>0), 使 得 pi1(w) 和 wo;(w) 沿 着 邻 域内 的 任何 一 条 
连接 Ly 和 上 Ls: 的 曲线 工 , 彼 此 不 能 进行 开拓 , 则 在 F 上 定义 的 两 个 边 
FL (a, ) 和 (a,) 是 判别 的 . 

#1. 是 z 平 面 |z1 < + о 上 的 一 条 伸展 到 oo 的 连续 曲线 .如果 
点 z 沿 着 工 趋向 oo 时 ,f(z) 趋 近 于 某 个 值 a, 则 称 a 为 由 L 定义 的 渐 
近 值 , 同时 称 工 为 一 条 相应 于 值 a 的 浙 近 路 径 或 定 值 路 径 . 明 显 地 ,a 
和 工分 别 决定 w 平 面 上 的 一 个 点 a 和 一 条 趋 近 于 a 的 曲线 工 、. ЭПЖ 
注意 到 f(z) 在 L 上 的 某 一 点 邻 域内 的 反 函 数 决 定 p(w) 的 一 个 元 
素 ; 则 点 a 就 是 由 这 个 元 素 和 工 , 决定 的 一 个 超越 奇 点 .因此 , f(z) 的 
一 个 渐 近 值 a 就 决定 了 olw) 的 Riemann 曲面 FE 上 的 一 个 边界 
Ala) 反之 ,如果 (a) 是 F 的 一 个 边界 点 , 则 在 F 上 存在 一 条 趋 近 
于 (a) 的 曲线 (L,). 于 是 在 w 平 面 上 存在 一 条 趋 近 于 a 的 曲线 也 
以 及 9(w) 的 -一 个 元 素 , 使 得 a 是 由 这 个 元 素 和 工 决 定 的 奇 点 .明显 


1 
1) 当 a=o 时 ,用 lwl> -一 代替 jw 一 al <р. 
p 


H, L, 决定 z 平 面 上 一 条 伸展 到 oo 的 连续 曲线 过, 使 得 当 z 沿 着 也 
趋向 于 оо 时 ,f(z) 趋 近 于 值 a. 因此 ,Ff 的 每 个 边界 点 都 决定 了 f(z) 
的 一 个 渐 近 值 . 设 al 和 az 是 f(z) 的 两 个 渐 近 值 ,L, M L, 是 相应 的 
两 条 定 值 路 径 . 如 果 а, +a, 则 在 F 上 相应 的 两 个 边界 点 (al ) #1 (а,) 
是 判别 的 ; Ra =a,=a(a= oo)", 并 且 对 某 个 数 s>0 存在 
f# R(0<R< +оо), 使 得 f(z) Æ jz < R 外 任何 一 条 连接 L， 
和 上 ,的 曲线 上 的 振动 振幅 大 于 s, 则 在 w 平 面 上 ,存在 点 a 的 一 个 


邻 域 Ilw-al <р(0<р« 2), 使 得 Li 决定 的 p(w) 的 一 个 元 


Ж gp1(w) 和 上 ,决定 的 p(w) 的 另 一 个 元 素 pw), 在 该 邻 域内 彼此 
不 能 解析 开拓 , BD (а, ) (а) ЕЕ 上 的 两 个 判别 的 边界 点 .因此 ,我 
们 称 满足 上 述 两 个 条 件 之 一 的 渐 近 值 a, 和 a; 为 两 个 判别 的 渐 近 值 ， 
否则 称 为 非 判 别 的 .以 后 ,我 们 对 两 个 非 判 别 的 渐 近 值 不 予 区 别 , 8р 
视 为 同一 个 渐 近 值 .这 样 一 来 ,我们 就 建立 了 一 个 超越 整 函数 或 亚 纯 
郴 数 /(z) 的 渐 近 值 和 它 的 反 函 数 w{fw) 的 超越 奇 点 或 po(w) 
的 Riemann 曲 曾 的 边界 点 间 的 恒 等 性 .在 以 后 .不 改变 渐 近 值 , 我 
们 可 以 假定 新 近 路 径 世 是 一 条 始 自 原 点 z=0 伟 展 到 со 的 简单 连续 
曲线 , 甚至 根据 打 z) 的 连续 性 ,可 以 假定 于 是 一 条 折线 ,并且 工 所 含 
直线 段 的 端点 在 有 限 平面 内 无 聚 点 .进一步 ,我 们 还 可 以 假定 ,如 
果 工 4 工 > …, 工 * 是 六 zz) 的 1 条 渐 近 路 径 ,定义 相互 判别 的 渐 近 值 , 则 
这 nt 条 路 径 除 原点 z=0 外 ,在 z 平 面 上 彼此 再 无 交点 .于 是 这 nn 条 路 
和 经 分 割 z 平 面 |z| < +оо уп РЕЈА р, (к= 1, 2, n), 并 且 不 
妨 认 为 L, 和 上 141( 工 |= 工 ,+41) 是 相 邻 的 , 介 闭 单 连通 区 域 D,. 
F.Iversen 和 曾 对 p(w) 的 超越 奇 点 进行 了 分 类 PR 各 , 设 a 是 
由 ofw) 的 一 个 元 素 o, (w) 和 路 径 上 ,所 定义 的 奇 点 .如 果 存 在 点 a 
В А [иа] <p(p>0), 使 得 p(w) 在 该 邻 域内 , 沿 着 任何 一 


1 
1) #4 а= 时 ,通过 变换 一 可 化 为 gs=0 的 情况 . 
w 


条 路 径 不 能 开拓 到 点 a 则 称 点 a 为 直接 超越 奇 点 ,否则 , 称 点 a 为 非 
直接 超越 奇 点 .相应 地 ,对 于 一 个 直接 超越 奇 点 w 在 > 平面 上 存在 开 
ЖеЕ{2| |702) ~al <р) 的 一 个 无 界 连 通 分 支 Ф, 14825 z e G, 
时 有 


(2) —al|<p, f(z) # a, 
以 及 当 ze БУЮЛ 


[/(2) — al =p, 


其 中 r; ж ШЖ Б ЗЕБ. ЕЙ ШШ, ИП ЖЯ АВНЕ ЯТ Ка, 
а, 是 判别 的 , 则 必 存 在 某 个 值 P > 0, 使 得 在 z 平 面 上 相应 于 а, 的 
域 A 和 相应 于 a, 的 域 PERLEZ. 


4. 1. 2. Іуегѕеп 定理 


现在 ,我 们 证 明 单 连通 抛物 型 Riemann H ñi ËJ @ ЭЛ Е 
可 近 边 界 点 .事实 上 , 这 是 下 述 Iversen 定理 的 一 个 直接 推论 个 

定理 4.1 EF JE BE Së (E W F Bj | W| < + oo 上 的 一 个 抛物 
型 Riemann 曲面 ,a 是 环 平 面 上 的 任意 一 点 .再 设 p>0 和 (al) ЖЕ 
的 一 个 内 点 ,并 且 |al — al = р. 则 在 上 内 必定 存在 一 条 始 自 点 (ai) 
的 连续 曲线 (L), 使 得 工 位 在 圆 | 多 一 al< р 内 ,并 且 上 趋 近 于 点 a. 

证 2 设 z= pf(w)) 2 将 下 共 形 映照 到 整个 开平 面 1zj < 
+ оо, HAER w = f (z) 是 一 个 超越 整 函数 或 亚 纯 函 数 . 以 下 ,我 们 
只 须 证 明 , F olw) 在 点 w= a, 的 任何 一 个 元 素 p,(w), 必定 在 
加 Iw 一 al <p 内 都 存在 一 条 连接 点 al 和 ec 的 连续 曲线 了 , 使 


1) 这 个 证 明 本 质 上 是 属于 G. Valiron 的 [39a]. 
2) (w) 表示 下 上 的 一 个 点 . 
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195 Ф. (w) 沿 着 上 可 以 进行 开拓 ,但 点 a 可 能 除外 .事实 上 ,我 们 先 
在 z 平 面 上 取 一 点 z1 =p (a), 然后 根据 条 件 lw 一 al < p 确定 一 
个 边界 含有 点 z, 的 连通 区 域 Ф.Е 0 内 存在 点 zo, 使 得 f (zo) 
= а, WE GQ, 内 存在 一 条 连接 点 z! Mz KHR L, TEL EFEK 
3: (1), Е ЖАН (a) 点 的 曲线 , HEAL 位 在 圆 |w 一 al 
<р, A іа ТРда. 于 是 定理 4. 1 成 立 . 

э J 8, ШЕТ KEAS) +a 则 根据 条 件 p> Iw 一 al 


> 5. 可 以 确定 一 个 边界 含有 点 zi НК Q, < G. 我 们 证 明 


在 他 内 至 少 存在 全, 的 一 个 边界 点 zy, 使 得 f(z2) а = 分 .事实 


上 ,如 果 不 然 , 则 在 Ф, 的 有 限 边界 上 恒 有 -7 一 5 ， 以 及 
us р’ 
_ 1 
在 Ф, н a <7 БЕС Б g & 8, 内 的 全 


纯 性 和 最 大 模 原 理 , 我 们 判定 在 Ф, РИН Н < 但 是 这 


TOE 1 
不 可 能 .因此 ,在 Q, РИНЕ G, К z, 使 得 (23) а = > 
类 他 地 ,根据 条 件 性 > {ж-а > > 可 以 确定 一 个 边界 含有 点 z2 的 
连通 区 域 Dc Q, 以 及 可 以 证 明 在 @ 内 至 少 存在 Q 的 一 个 边界 
A z, 使 得 | (z3) –а| = £ 如 此 继续 ,我们 在 Q 内 得 到 一 列 相 邻 


63280, 31,…, 使 得 在 Ф, ВЕЖ r> f(z) а> й 


及 GQ, тӘ, 有 一 个 公共 边界 点 z+1, ЖА 17 (,) — al = э 


在 ,我 们 证 明 当 m + со BF, Ф, 必定 收 全 到 无 穷 远 点 z = оо. 事实 上 ， 
对 于 任意 取 定 的 值 r> 0 1702) - а| € G[Y(1z1<r) F 48 E BJ 


下 界 . 于 是 当 n 充 分 大 时 , О, 只 能 位 在 圆 }zj < ?的 外 部 , BH n> 
+ ос, 9, 收敛 到 оо. 最 后 , 我们 依次 用 位 在 人 纺 , 内 的 曲线 上 ,, 连接 


паг, дг, ЕВ, = E L. ШІ, Bz НЕ QN 


且 伸 展 到 oc 的 连续 曲线 , 并 且 当 z 沿 着 工 : 趋向 со Н], f (z) 85 £ Y 
ffa, Ва Ef (z) 的 一 个 渐 近 值 . 明 显 地 , 工 : 在 天 上 的 映 象 ( 世 ) 即 是 
一 条 始 自 (ai) 点 的 曲线 ,并 且 工 位 在 圆 jw — al < р 内 ,同时 L 趋 近 
于 点 a. 于 是 定理 4. 1 完全 得 证 . . 

根据 定理 4. 1 和 Picard 定理 ,我 们 有 下 述 推 论 ; 

A. 超越 亚 纯 函数 的 一 个 Picard 例外 值 同 时 是 一 个 渐 近 值 . 

于 是 ,超越 整 函数 必 以 oo 作为 渐 近 值 . | 


4.1.3. Lindelof 定理 


我 们 从 定理 3.2 可 以 直接 推论 出 下 述 经 典 Lindelif 定 理 忆 8 

定理 4.2 设 L, 和 上 ,是 开平 面 |z| < + co 上 的 两 条 始 自 原 
点 z = О | co 的 简单 连续 曲线 ,并 且 工 , ML, REA z = 0 外 彼 
此 无 交 , 即 界面 一 个 单 连 通 区 域 ЕИ f (z) 在 D AeA, ED EE 
续 , 并且 当 z 沿 着 L,(i = 1,2) 趋向 于 oo 时 ,f(z) 趋 近 于 有 穷 极 限 
Ia, 如 果 f(z) 在 D 内 有 上 界 N < + %, 则 必 有 al = a,, 同时 当 2 
在 上 趋向 于 oo 时 ,f(z) 一 致 地 趋 近 于 值 a(e = a, = а,). 

证 ,事实 上 ,只 须 经 过 一 个 适当 的 共 形 映照 ,我们 不 妨 将 D 看 
作 是 上 半 平 面 Imz > 0, L, 和 L; 分别 看 作 是 正和 负 的 实 轴 . 构 造 序 
列 R, = e(n = 1,2,...) 和 记 上 (i=1,2) Е А, < |2| 
< Ri 内 部 分 为 Li,. 置 


gn = PAX | f(z) – ail,i= 1,2, 


则 当 n + оо Hj, 有 em 一 0 .另外 , |а, | Ж |а, ЕМ < 
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+ со, р] а, 天 a; 和 nn 充分 大 时 必 有 


(+ N) (ete tap) < la, — azl. 


借助 于 变换 + = 元 -, 应 用 定理 3. 2, 我 们 判定 oa = а,, 同时 在 圆 环 R。 
< |z| <А, 中 存在 一 条 连接 工 ;, st L BRR lo ВЦ ze 1, 时 有 


f(z) – a| <, a = a, = as, 


ёз, = (M + №) тах (self + 21/3) >0, n> + co. 
注意 到 1,, 1,1, Li ML AAA D,, 则 当 zeD, 时 有 
U (z) = aj < max { sam E3n + 1» Elm E2m Eln+1y E2n+1 ] 一 0,m 一 + о. 


# Ж f (z) 在 万 上 一 致 地 趋 近 于 值 w, 即 定理 4. 2 得 证 . 

设 f(z) 是 开平 面 1z| < + oo 上 的 一 个 超越 整 函数 ,并 且 ai 
Жа, 7 (z) 的 两 个 有 穷 渐 近 值 , 其 相应 的 定 值 路 径 志 ,和 世界 园 一 
ПАЈЕ PCO D. WRS (z) 在 D 内 有 界 , 则 根据 定理 4.2 判定 a = a, 
= ax, 同时 f(z) 在 万 上 一 致 地 趋 近 于 值 a Ха, Жа, 是 非 判 别 
ANEA, BP a, Жа, 是 同一 个 渐 近 值 .于 是 , Жа, 和 az 是 f(z) 的 两 
个 判别 有 穷 浙 近 值 , 则 f(z) 在 D 内 必定 无 界 , 事 实 上 ,我 们 有 更 强 的 
结论 (439: 

定理 43 设 1(z) 是 开平 面 jz| < +o 上 的 一 个 超越 整 函 
数 , а, 和 az 是 1(z) 的 两 个 判别 有 穷 渐 近 值 , 其 相应 的 两 条 定 值 路 
L ML: 分 割 开平 面 |z] < + oo 为 两 个 单 连 通 区 域 有 91р, . 则 
ED, (1=1,2) 内 存在 一 条 伸展 到 oo 的 连续 曲线 1 ,使 得 . 


m log log |f(z)| > 


|z] — + oo log |z} 2 
zel 


证 . 首先 取 定 一 个 值 N ,使 得 


так {f(z)}| <N< +0, 
теі UL} 


并 且 导 数 广 (z) 在 等 位 线 |f(z)| = N 上 无 零点 , 即 等 位 线 |/(>2)| 
= N 是 解析 的 .然后 , 根据 ok 和 az 是 两 个 判别 的 有 穷 渐 近 值 , 以 
及 Lindelef 定 理 (定理 4.2 ) ,我们 判定 f(z) р, (i=1,2 ) 内 无 界 .于 
是 存在 一 点 Zi。e Di ,使 得 


|f(zi6)| > eN. 
考虑 集合 
E=Etz|U(z)|] > М }. 
记 含 有 点 zi 的 连通 分 支 为 0, , 则 根据 最 大 模 原 理 , 我 们 判定 Q 是 一 
个 无 界 域 ,并 且 Q c Di, 于 是 圆周 |z| = : (12,1 < t < +оо) ХЕ 


交 于 必 的 边界 .我 们 用 表示 圆周 |1z| = t tš # Q, 内 的 部 分 ， 
H tO (t) 表示 bx 的 线性 测度 ,再 置 


M (t Jw f) = тах |/(2) |, 


єз 


则 根据 定理 3.1, 当 上 > 4]|z, | 时 ,我 们 有 
— H g 
log |f (2) | < log N + 9,/2 еа #® logM (t, bof), 
— я т 
logeN < log М + 9./2 e~r Í aizi яя log М (t, Ow f ), 


dr 


4t — 
loglog M (t, 0,,, f) > | 1089,/2 . 


2124] r0,(r) 


注意 到 bi(r) < 2r (|г„| < r < +оо }, 则 有 


1 
loglog M (t, 0,,, f) > 5108: — log % pL . 


пилка нА, овет, айта At 使 得 


-L 


1 
12а! Z 272 2 И? 2- 1з >4N, log |/(2,)| > [2112 32, 


因而 za e 0, < 95 另 一 方面 依照 关系 式 
1 1 工 
log M (t), f) = [zal 2 12 
ВРЕ Ж МИЙ r, > 1. 
以 下 ,我 们 构造 两 个 序列 (п = 1,2,... ) fir, (n=1,2,...). 
M 1 


t, = |2. |, ‚ | (4. 1) 

= 72n+12 1+ = п = se 
tayi = 72 "ён ыг” 1, 2, 
注意 到 


十 十 
t, > 72r+111_1 > 72% + 11) +40 +10) +--- +13 ti > 72%°" 11X» 12), 


则 有 
72"+12 < 122, (4. 2) 

其 次 ,依照 关系 式 
log M (1) = T =, п=1,2,..., (4.3) 

ып жн, 则 有 


t <t, n= 1,2, ·. 


"+i +oo (n> +оо), 1 < 2 


现在 ,我 们 证 明 下 述 事实 :如 果 在 圆周 ]z| = „(п 21) 上 已 经 取 到 
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一 点 zmE 0, 使 得 
log |7 (2) | > 121+, 
则 在 圆周 |z] = ú, EUERE- 2. (Q, 使 得 
log [f(zm+1)| 2 |2ь+4 |} m+ 1, 


并 且 在 0, 内 存在 一 条 连接 zj, 和 zs 的 连续 曲线 Е. 使 得 当 ZE 了 hn 
时 有 


1 - J 
log (2)1 >- 1 n< zl Shr 


在 区 J \гь1#7*, — ные | 上 存在 值 4 使 得 导 


ЖУ" (т) 在 等 位 线 log |702) | = 4, 上 无 零点 , 即 等 位 线 是 解析 的 . 考 
BRE 


E = E { zlloglf(z)| > A,). 
记 含 有 点 zi 的 连通 分 支 为 2, .注意 到 


а 
- zal "> 1и 12 12 > М, 


ИНО, с 2, 另外 ,根据 最 大 模 原 理 , 我们 判定 O. 是 一 个 无 界 域 . 
设 OQ, 位 在 圆 1z| <; 内 部 分 且 含 有 点 zm 的 连通 分 支 为 Du W 
Ж] |z| = b+l 属于 Du 的 边界 部 分 为 go+v WA bnr 上 必定 存在 一 
M Zati 使 得 


log |7(2,,+:) | 2 [z+ |Y m+. 
事实 上 ,如 果 不 然 , 则 根据 定理 3. 1, 我 们 有 
loglf (zn) | < А, + ое! ясана, 
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1 — _ jar а-а 
|z; |P T 55 |Zin | “= 十 9V2 є х 212:„| 0:7) пъ, 
е < тас nta 
t < 18,/2 е 212: a tn+ 
注意 到 b(r) < 2z (o <r<ty1), 则 有 
a 1+ 
ё" < 36./2 = W pet tp CTM 
但 是 这 与 (4.1) RATE. 


根据 连通 性 ,在 Di 内 存在 一 条 连接 zw 和 zm+i 的 连续 曲线 元 。. 
当 zeLi 时 ,我 们 有 


1 


logif(z)| > А. > [zl m, zl һу. 


另外 , 根据 (4.3) R, Же |z] 2 5. 再 作 进 一 步 的 讨论 : 如 
Ж |z| < [Zat Ж 


log 1702) | >- lle > {2{# зеп, 
如 果 [z| > [Zin WA 


bero agp ed N 


nti 


再 根据 (4.2) 式 ,得 到 


1 
log If (2) | > -g 121873". 
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于 是 ,我 们 证 明了 当 zeLi 时 ,有 


1 
log If (2z) | >+ [2+ 39, t, < [2| < t. +i" 


则 六 是 一 条 始 自 点 za 伸展 到 со 的 连续 曲线 .注意 到 当 n +оо Pi z, 
一 0, 于 是 我 们 得 到 


. loglog |f(z)| 1 
bm log |z | > 
即 定理 4.3 得 证 . 
如 果 一 个 超越 整 函 数 /(z) 具有 -个 有 穷 渐 近 值 a ,其 相应 定 值 
路 径 为 L,, 则 f(z) #EL, Ff FN < +o .但 是 f(z) 在 2 平面 上 
无 界 , 于 是 存在 一 点 zo ,使 得 |/(zo)| > eN .考虑 集合 


Е= Е { zif) >N}. 


记 含 有 点 zo НУУ Н Q. 根据 最 大 模 原理 , О НЕ — 4-8 2 
域 .另外 圆周 jz| = ír (]zo | < 上 < +оо) 必定 交 于 纪 的 边界 . 作 类 似 
于 上 述 的 讨论 ,我 们 可 以 获得 相应 的 结论 . ' 

如 果 f(z) 具有 一 个 有 穷 亏 值 a, 其 相应 亏 量 5 (a,f) =6>0， 
J| е > ro 时 , 有 | 


1 2я 1 
.a)=- | lbg— —— — 40 
тла) = a | ETFe —a| 
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于 是 ,在 圆周 |z] =r (r> ro) 上 存在 一 点 z = ге, 使 得 


Ф 
(г) — a| <e 27002, 


Hl f(z) 在 点 集合 E {zir 2r ) 上 有 上 界 . 类 似 地 讨论 ,我 们 同样 可 
以 获得 相应 的 结论 .于 是 ,我 们 有 下 述 结果 3， 

定理 4.4 HERRER) 具有 一 个 有 穷 渐 近 值 或 一 个 有 穷 
亏 值 , 则 在 z 平 面 上 存在 一 条 伸展 到 oo 的 连续 曲线 也 ,使 得 


ш 198198 21 1". 
wto loglz| 22 


1 
£. 在 定理 44 的 假定 下 ,f(z) 的 下 级 公关 本 
4.1.4. Fuchs 定理 


最 近 , W. Fuchs 证 明了 下 述 Phragmen-Lindel5f 型 定理 tt6ai， 

定理 4.5 设 D 是 开平 面 |z| < +оо 上 的 一 个 无 界 区 域 , 其 有 
限 边界 部 分 本 至 少 含有 一 个 点 . 再 设 /(z) 在 D 内 全 纯 , 并 且 对 于 每 
个 边界 点 te 丁 均 有 | 


lim |/(z)| < 1, (4.4) 
则 在 下 述 三 种 可 能 性 中 , 必 有 一 种 且 仅 有 一 种 可 能 性 发 生 : 
(1) 当 zeD 时 有 [f(z)j| < I. 
(2) 无 穷 远 点 oo 是 f(z) 的 一 个 极点 . 


(3) 我 们 有 
im LEM EPN (z=7)f} _ Lo. 
к + x logr 


1) К. Barth, D. Brannan 和 W. Hayman ШИЯ T fir МНО. S sal 
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证 . 事实 上 ,我 们 只 须 证 明 如 果 可 能 性 (3) 不 发 生 , 则 可 能 性 
(D RD 必定 发 生 . 为 此 ,我 们 假设 可 能 性 (3) 不 发 生 , 即 有 


lim logM ( Df) (12| = r), f) 


< . . 
Jim logr p < + (4. 5) 


如果 进一步 假设 可 能 性 (1) 也 不 发 生 , 则 又 有 
1 < sup |/ (z)| =a < +оо. (4.6) 
тєр 


由 于 导数 广 (z) 在 D 内 至 多 有 可 数 个 零点 ,所 以 在 开 区 间 (1, ж) 内 存 
在 值 4 ,使 得 /'(z) 在 等 位 线 


U(z)] = A (4.7) 

上 无 零点 .于 是 等 位 线 (4.7) 是 简单 解析 曲线 , 并 且 等 位 线 (4.7) 的 每 

个 分 支 或 者 是 一 简单 闭 曲线 , 或 者 在 开平 面 |z| < + oo 上 无 端点 . 考 
Ежа 

р, = Е { 2117(2)1 > А, 2єр}, | (4. 8) 


则 根据 (4.6) R, RGAE D, 不 是 空 集 . 另 一 方面 , 根据 最 大 模 原 
A, 我 们 判定 Р, 的 每 个 分 支 都 是 无 界 域 .在 Ds 内 任 取 一 点 zo, ЖН 
记 含 有 点 zo 的 连通 分 支 为 D4 (zo) .以 下 ,我 们 区 分 两 种 情况 讨论 : 

1) 等 位 线 (47) 包含 一 个 无 界 分 支 . 于 是 存在 一 个 
TË tos > |201, 使 得 当 t > to 时 ,圆周 1z| = + 必定 与 D4 (z) 的 边 
界 有 交 . 我 们 用 0 表示 圆周 1z| =t ED, (z) 内 部 分 ,19 (t) 表 
IR O, 的 线性 测度 . 则 根据 (4 8) 式 和 定理 3. 1, RMA 


log if (20) 1 <logA 
+ 9 е-баы й ов М { DN (121 =»), f} 
< log À + 9/2 е^ fr W log M {DN (zl =r), f}. 
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注意 到 9(1) < 2л (to < t < +оо), 则 得 
ар \# 
log |f (zo) | < log А + 9./2 (e) logM { Df) (121 = r), f )- 


mr + со, 则 根据 (4. 5) 式 ,我 们 判定 
If (Zo) | < A. 


但 是 这 与 (4. 8) АНЛА, 从 而 说 明 (4 6) 式 不 能 成 立 , 即 当 zeD 
时 有 17(2)1 <1. 于 是 可 能 性 (1) RE. 

2) 等 位 线 (4. 7) 的 每 个 分 支 都 是 有 界 的 . 

我 们 首先 说 明 圆 周 |z| = r 至 多 与 等 位 线 (4. 7) 的 有 限 个 分 支 相 
交 . 如 果 圆 周 |2| = > 和 九 的 交集 非 空 , 则 交集 是 由 一 些 开 圆 弧 了 所 组 
成 . 置 


r? 
g (z) sso) 


则 g(z) 在 I 的 任何 一 个 闭 贺 弧 JcIi 的 邻 域内 全 纯 , 并 且 当 |z| = r 
时 ,有 g(z) = (z) |2. 现在 ,我 们 假设 等 位 线 (4. 7) 具 有 无 穷 多 个 分 
支 { 工 。} 与 圆周 |z| = > 有 交 . 在 每 个 分 支 上 取 一 点 zw |z,| = r. 不 
失 一 般 性 ,可 以 假设 z, — Z, |Z | = r,g(Z) = А? = g(z,). 

根据 (4. 6) 和 (4. 4) 式 ,对 于 每 一 点 5e 石 存在 一 个 邻 域 ,使 得 在 
该 邻 域 内 有 [f(z) | < A. 因此 Z 只 能 是 1 的 一 个 内 点 , 从 而 存在 点 Z 
的 一 个 邻 域 ,使 得 g(z) 在 该 邻 域内 全 纯 , 并 且 当 n 充分 大 时 ,点 z 位 
在 该 邻 域内 .因为 g(z,) =g(z) = А?, 所 以 在 [上 应 有 9g(z) 
= [f(z)1? = 42. 因此 ,存在 着 不 同 的 点 z 和 zw (nAn) 属于 同一 个 
分 支 .但 是 , 这 与 我 们 的 取 法 相 矛 盾 .于 是 圆周 |z| = r 仅 与 等 位 
线 (4.7) 的 有 限 个 分 支 相 交 . 

以 下 ,我 们 证 明 D,，, 是 一 个 域 .事实 上 , 由 于 D4 的 每 个 分 支 都 是 
无 界 的 , 所 以 我 们 只 需 说 明 对 于 任意 两 个 点 z1, 22e Р, |z l = 12.1 
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=r, #ED , 内 必定 存在 一 条 连接 点 z: fll z, 的 连续 曲线 .用 圆周 |z | 
二 7 连接 点 zi fli z, ,如 果 遇 到 等 位 线 (4.7) 的 一 个 分 支 上 ,, WAL, 
介 在 工 ,与 圆周 1z| = r 的 交点 间 的 部 分 取代 .由 于 圆周 |z| = ~ 仅 与 
等 位 线 (4. 7) 的 有 限 个 分 支 L, (n = 1 2, m) 相交 ,每 个 分 支 都 
是 简单 解析 曲线 ,m 个 分 支 彼此 有 正 的 距离 ,所 以 我 们 可 以 按 上 述 方 
式 找到 一 条 连接 点 z; fl z, 的 曲线 ,然后 经 过 稍 许 移动 ,就 可 以 保证 这 
条 曲线 位 在 D4 内 .因此 ,D4 是 一 个 区 域 ， 
E 


D(r) = D,[) (c < |z| < r), 
其 中 c 是 一 个 充分 大 的 固定 正 数 , 则 D(r) 的 边界 不是 由 圆周 |2 | 
三 C 和 iz] 二 r 位 在 Ds 内 部 分 和 位 在 圆 环 : c < [2] < r 内 部 分 的 等 
位 线 (4.7) 所 组 成 .现在 ,在 域 D(r) 内 ,我 们 对 调和 函数 log|f(z)| 
应 用 Gauss 定理 , 则 得 
д 
| estas = 0, (4.9) 
其 中 -表示 log|(z) | 关于 万 的 外 法 线 方向 导数 ,ds RMK 
元 素 . 注 意 到 在 等 位 线 (4.7) 上 应 有 
д 
108172) | < 0. (4.10) 


事实 上 ,等 式 不 能 成 立 , 这 是 因为 同时 有 


д 
—-1ов|/(2)|=0 
$ 


| д 
IfI =f- ogi f 02) 1- 21081702) [#0 


317° 


паа 表示 等 位 线 (4 7) 的 切线 方向 导数 .因此 , 在 等 位 
线 (4 7) 的 任何 一 个 分 支 L 上 有 


| -2 дору (z) 11451 < 0. (4.11) 
„дп 
进 一 - 步 根据 Cauchy-Riemann 方程 有 

[тенге 1145] = A argf(z), 


其 中 Arargj(z) 表示 当 点 z WAL 按 顺 时 针 方 向 绕 行 一 周 
Н, ага /(2) 的 改变 量 .注意 到 /(z) 是 单 值 的 , 所 以 Arargj(z) 
是 2x 的 整数 倍 . 于 是 根据 (4. 11 ) 式 必 有 


[ж ойл) | 145] < —2л. (4. 12) 


我 们 用 (O) 表示 等 位 线 (4. 7) 整个 地 位 在 圆 环 :c < |z | < 内 的 
分 支 个 数 , 则 根据 (4.9), (4. 10) 和 (4. 12) 式 有 


0 < —2лу(тг) ‚| Ê logl/(re) | таё 
ig Or 


re' e D. 


-| |587) ] ` cd 
1 ôr = 
ce eDi т=с 


д Ң 
< — 2лу(ғ) +| -gy 10817076) 1740 + К 


0 
re ер 


(К= К (с)). 
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一 步 借助 于 积分 ,得 到 


„о 
2» | © v (r) — dr < Ков 5 + | —log|/(ree) larag. 


re e DÀ. 


(4. 13) 
以 下 ,我 们 估计 这 个 二 重 积 分 .对 于 固定 的 值 0， 集 
ВА (#;с, о) [D4 是 由 一 些 区 间 】 所 组 成 , 并 且 当 pe*eD， 
时 , log|f(pe*)| j: 3: 4 P BJI 的 右 端 点 值 ,， 当 ce*eDi 
时 ,log1lf(ce*)1| 是 某 个 区 间 1 的 左 端点 值 ;而 log A MERE ЕХ [а] I 
的 端点 值 . 于 是 


10 
| 2 logifire’®) ldr < log + mi ， 
„0. DP) дг А 


其 中 当 re*e Ds 时 ,我 们 定义 1f(re* )| = А. 进一步 根据 (4 13) 
式 得 到 


р 2я 
x= | = Уг) | log* 
c о 


再 根据 (4. 5) A, FERRITIN Pn Pn < Pari > + со (一 十 oo) 使 
得 


JPE 140+ K log. 


Pn v(r) 
> | — r< (P+K)logp, + K,. 


由 于 v(r) 是 非 减 函数 , 所以, 我们 判定 
v(r) < P+ K, 


即 等 位 线 (4. 7) 的 分 支 个 数 为 有 限 .再 注意 到 每 个 分 支 都 是 有 界 的 ， 
则 存在 值 p , 使 得 


{р<|г|<+=}=р„ 
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当 |z] > p 时 ,我 们 有 Laurant ÆR 


J(z) = >x c, z", 


leal = 


> | кез" (R >р). (4. 14) 


进一步 根据 (4. 5) 和 (4. 13 ) 式 ,判定 
[ca] < RP. 


ФК ә +o, MAn > P 时 ,cs =0. 于 是 ,或 者 无 穷 远 点 оо Ж&/(2) 
的 一 个 极点 , 即 可 能 性 (2) 发 生 ; 或 者 oo 是 f(z) 的 一 个 可 去 奇 点 , Ж 
根据 最 大 模 原理 , 我 们 判定 可 能 性 (1) 发 生 . 于 是 定理 4. 5 完全 得 证 . 
设 w = f(z) 是 一 个 超越 亚 纯 函数 ,并且 反 函 数 z = o (w) l) ос 
作为 一 个 直接 超越 奇 点 .于 是 存在 一 个 数 p > 0, 使 得 在 z 平 面 上 相 
应 的 区 域 Б, 满足 下 述 条 件 : 
(1)34ze Dp 时 ,有 


f(z)1>p, fiz) # оо. 
(2) T; Ж D, В БУТ, ИҢ z e 了 时 有 
Iz) | = p. 
因此 ,根据 Fuchs 定理 ? ,我 们 判定 


um 208 МЕ) (2)=7),f) _ 


. 4. 
5+5 logr + о (4. 15) 


事实 上 , 利用 (4. 15) 式 ,我 们 可 以 证 明 下 述 更 强 的 结论 : 


1) 关于 Fuchs 定理 对 直接 超越 奇 点 的 应 用 ,参见 [43f]. 
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定理 4.6 在 上 述 假设 下 ,区域 Do 内 必定 存在 一 条 连续 伸展 
到 co 的 曲线 工 , 使 得 


1 

im BIOI о 
Ш + log|z| 

zeL 


这 个 定理 的 证 明 完 全 类 似 于 后 面 对 定理 4. 14 的 证 明 . 
$4.2. Denjoy 猜测 


4. 2. 1 Denjoy 猜测 

1907 ÆA. Оепјоу ET FÈRA MWU", 

SS) 是 开平 面 |z| < +o 上 的 一 个 整 函数 , 其 级 1 < + co, 
并 且 具 有 个 判别 有 穷 浙 近 值 , 则 必 有 k < 22 

在 特殊 情况 下 , 即 当 大 条 相应 的 渐 近 路 径 都 是 半 直 线 的 情况 
下 ,A. Denjoy 本 人 证 明了 这 个 猜测 的 正确 性 .对 于 一 般 情况 ,直到 
1930 年 L. Ahlfors 才 完 全 证 明了 这 个 猜测 .事实 上 , 他 得 到 了 更 强 的 
结论 [1bi, 

定理 4.7 设 /(z) 是 开平 面 |z| < +оо 上 的 一 个 整 函数 , А 
有 k 个 判别 有 穷 浙 近 值 , 则 有 

Jim ви (27) > 0. 

和 证， Bta, an ac E f(z) 的 大 个 判别 有 穷 渐 近 值 ,其 相应 的 天 
REKEL, La L, 分 割 开平 面 |z| < + co 为 上 个 单 连通 区 
R D, Da …, De Ë 

N= sup |f(z)| < +оо, 


ze U 
则 根据 Lindelof €H, 我 们 判定 在 Di (1 < i < k) 内 存在 点 zi, 使 得 


(f(z) | > e2N, i= 1, 2, э» К. 
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在 开 区 间 (NeN) 中 存在 值 N', 使 得 导数 /1(Z) 在 等 位 线 z)|= N 上 无 零 
点 , 即 等 位 线 是 解析 的 .考虑 集合 


Е, = Е {2117(2)1> М }(1<ї<К). 

记 含 有 点 ziED; 的 连通 分 支 为 NQ; 则 有 Q, cD, 另 一 方面 ， 根据 最 大 
模 原 理 , 我 们 判定 Q. 是 无 界 域 . 

设 圆周 |z| = 上 位 在 Di 内 部 分 为 0 10 (1) 是 0 的 线性 测度 .于 
是 根据 定理 3. 1, 我 们 有 

Іор (е2№ ) < log|/(z,) | < logN' 
+ 9/2 е эи Б log М (r, f), 

1 < 9/2 еч 21241 0 log М (ғ, f), 


4r 
< logM (r, = 1, `, k. 
"|, ет XG loglog M (r, f) + log9./2 , i 2,- 


ro = max {|2}, 


则 得 


k2 [+ k $r k + 

>| ЕР dS -A 

2 2r0 t гез эу t0.(t) ¿SA Jaa 10:00) 
< kloglog M (r, f) + klog9./2 , 
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К ов < loglogM (r, f) + log 9.2, 
2 4ro 


log M (r, f) > 1 
2 2 (4ro)”29 J2 


于 是 


lim log M (r.f) > 1 —>0, 
'э+® Г (4ro)*? 9V2 


即 定理 4. 7 得 证 . 
例 . 整 函数 


w= F dt (q > 0 是 一 个 整数 ) 


的 级 为 q, 并 且 具 有 294 个 判别 有 穷 渐 近 值 


w 

wri sinr’ j 
|< ? 1, 2, “sg, 
o 


其 24 条 相应 的 渐 近 路 径 为 
A(0.):argz = = у= 1,2, .…., 24. 
这 个 例子 说 明 Оепјоу 猜测 是 精确 的 . 
4.2.2. 满足 Denjoy 猜测 极 值 情况 上 = 24 的 整 函数 


对 于 这 类 函数 ,L. Ahliorstti, P. Kennedy!26bl 和 DD. Drasintt 


* 323 - 


等 人 都 曾 进行 过 研究 :主要 是 刻 划 了 上 条 路 径 的 分 布 情况 .在 这 里 ,我 
们 主要 研究 某 些 另外 性 质 *3* 

定理 4.8 设 1(z) 是 开平 面 |z| < + oo 上 的 一 个 整 函数 , 其 
级 < + co, ŽA А #8k(k2>1) + l NA 3 W y) 8 a,(i 
=1,2,-, k), 其 相应 渐 近 路 径 为 L;(i = 1.2, ---, k), L ü L, (i 
= 1,2,…,k,Li+ti = Li) 是 相 邻 的 , 界 团 一 个 单 连通 区 域 D;. 再 假 
i k = 24, 则 在 D;(1 < i 此) 内 存在 一 条 连续 伸展 到 无 穷 的 曲线 T, 
使 得 

т logloglf (2)1 _ 
+ log|z| 


证 . (1) 首 先 ,根据 kk = 24 和 定理 4.7, 我 们 有 


k 
log logM (r, f) = logr + o(logr). (4. 16) 


k 
N =sup |f (z)| < + со, L= Ú L, 
ze L і=1 Ы 


根据 Linclelaf 定 理 , 存在 点 zie Di (i = 1, 2, ---, К), 使 得 
17(z) | >2eN. (4. 17) 
记 
ғо = max (1, |z, |, s 12,1}. (4. 18) 


在 区 间 [N,2N ] 中 存在 值 N', 使 得 导数 广 (z) 在 等 位 线 1f(z)1 
= 六 ' 上 无 零点 ,于 是 等 位 线 是 解析 的 .考虑 集合 


Е=Е{г|\/(2)| > №). 
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EER mz (i= 12... К) 的 连通 分 支 为 2(i= 1.2... k), MJ 
A О D,(i = 1,2,…,k). 另外 ,根据 最 大 模 原 理 , 我 们 判定 Q, (i 
= 1, 2,…, k) EARR. 

(DA 0, (1 <igkrogt< +o) ERMA |z| = 上 位 在 向 内 
部 份 ,10,(t) 表示 0 的 线性 测度 . 


现在 我 们 先 证 明 下 面 的 引 理 ， 
引 理 4.1 [EERE < e< 1 必定 存在 值 ro rz > 4rç, 使 得 


r> re 和 2ro R< MA 


< орг, i=1,2,.:--, k. 


如 т kN dt 
|, (эр - 2) 5 
证 . 根据 定理 3. 1 应 有 


一 - + а 
log|/(z;)| < logN' + 9/2 еч aia tb ЈорМ(р, f), 
i= 1,2, ---, k. 


再 根据 (4 16) (4. 17) 式 ,导出 


k r d 
2, М TON < kloglog M (r, f) + klog (9.2 ), 


àr k k k 
| >, fa -3 < kfiogtog Mir, f) - er] 


2! 
k2 
+ —у-Ююв(4го) + klog(9./2 ). 
к К 
注意 到 > l- 3 ‚ож. 16) 式 ,我 们 判定 


к л күш 
|, Ак -5 | ; = o(logr). 
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进一步 ,根据 恒等式 


EXT r7 


因此 , 对 任意 给 定 的 数 e,0 < £ < 1, 必定 存在 值 r,, г, > Aro 使 得 
当 r > r,ü 2ro < R < 村 r 时 ,我 们 有 


2л 2 
(ae) -A cf iogr рш, (420) 
k 0,(t) r & 0108" i= n e 


2л 2ле I 
КЕ k — 0, (t у < е P logr, i= 1, 2, ·.., k. 


借助 于 Schwarz 不 等 式 ,并 注意 到 R > 2, 则 得 
#7 27 dt ir qt V? 
|. (т-*%®)т {|} 


[Ë (о-во) < < E “о, i= 12, o k. 
R 


k 


326. 


再 结合 (4. 19) 和 (4. 20) 式 ,给 出 


如 т к\а 
R \ O(t) - 2) 


引 理 证 毕 . 


1 


< zlogr, i= 1, 2, ·-:, k. 


(3) Же, = — (п = 1,2, …)， 则 存在 正 整数 ao(no > 2), 使 得 


п 


щщ n 之 no 时 ,有 


k 
En < Ok +i) 


再 置 


£, = e? (n = 1, 2, :--), 


1 + е, 


则 根据 引 理 4. 1, 存在 序列 r, (n = по, по + 1, ...), 使 得 序列 六 满足 


条 件 : 


1 


г > max | ками n (8N) 和 村 -oo ‚ (4log M (1,f)) 


өз} (К = 36 х 2), 
r, < Tny > + (n> +оо), 


以 及 当 r > max í 4ro, r, } 和 2ro < R < 二 时 ,有 


#/ т k N dt 
NOG E z) t 


< орт, i= 1, 2, ·--, 


-1 — 


EngO — 1 
> 


k 
2 


(4.21) 


k (4.22) 
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现在 ,我 们 定义 序列 mw (n > по) ЖЕК, (m> т, ) 如下: 
首先 取 Rw = ro то = 0， 然 后 假定 对 于 值 ax(n>mo)， 
m, > ОШЕА, > 1 均 已 取 定 .于 是 我 们 定义 


К+! = К"! Кы 1, R, + = К"! КЬ, l= 2, 3, ША: 
必定 存在 值 lo， lo > 2 使 得 | > lo 时 , 有 
R, + 2 Fatis ` 


Ш т, = m, + lo R, = К" К, 按照 这 种 方式 ,我 
MEXT F Im, (n>n) 和 Ra (m 2 m, ). Ж т, (n 2 по) 
和 Rn (m > т.) 满足 下 述 条 件 : 


R, = ғ 


o по’ 


К = К"! Кі 2-1, m = m, 

Rm1 = K" * Rp", m=m, +1, m, +2, ...m,, ,— 1, (4. 23) 
к = 0,т„,, > m, + 2, 

Rm, Z Tns n = no, no + 1, + 


另外 , т, + 1 < m < т, 时 ,根据 (4.21) 和 (4.23) 式 ,我 们 判 
E R, > К+ ++?) 最 后 ,依照 关系 式 


k En 一 
log M (R, J) = R, бо n= n, no + le (4.24) 
R M E XJF YR (n = по, по + l, ---). WR ER, 2 R, En- i 
< 69-1 (az>m) 和 (421) 式 ,我 们 判定 Ri > 1 (n > т), 另外 还 
ЋЕ, < R1 э +оо (п> +o). 
(4) 本 段 我 们 再 证 明 下 述 两 个 引 理 ,首先 简 


іс Өв, = 0,, (1 < i < kim > 0). 
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引 理 4.2 %т=т„,, (n È nç) PF, {ЕӨбӨ„(1<їт<К) EF 
在 一 点 Zim 使 得 
гн 
Іов [f (zim) 12 R, 
则 在 0+1 上 必定 存在 一 点 Zim+1> 使 得 


k 
R “Enti 


Іор | f(zim+1)| > +1 ; 


并 且 在 只 内 存在 一 条 连接 zw 和 zim+i 的 连续 曲线 万 ， 使 得 
当 ze 石 ,时 有 


Е) У" 
А 
= 


Іов | f(z)| > 1-Е Б < |z] < Roti 


гана 二 
证 . ОЕ ‚к | 上 存在 值 N вее 


数 广 (z) 在 等 位 线 log|f(z)| = N" 上 无 零点 , 即 等 位 线 是 解析 的 . 考 
虑 集合 


E= E{ z|llog|f(z)] > М”, |z| < R,,, }. 


记 含有 点 zim 的 连通 分 支 为 О. 根据 R 2 Р, < Enti Ж (4.21) 
式 ,我 们 判定 CQ c2. 另 一 方面 ,根据 最 大 模 原 理 ,bg*in+i 
= OnO = R,,,) 不 是 空 集 .明显 地 ,0*i,11 Cc Ome 以 下 ,我 


们 证 明 在 O* „+ 1 上 存在 一 点 Zim+ 1° 使 得 


k _ 
R En+ 1 
Rmi 1 


Іов | f(zim+1)1 > 
事实 上 , 如 果 不 然 , 则 根据 定理 3. 1, 应 有 


kk 
> n+l 


一 一 [н 
log |f (Zim) | < N” +9./2 е") 2Rm XG R... 
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toT elan (EE hiet Ri, 
再 根据 (4. 22) 和 (4. 23) 式 , 导出 
K < 18./2 х 2k. 


但 是 ,这 与 K = 36 x 2* 相 矛盾 . 
根据 连通 性 , 在 Nim 内 存在 连接 zi 和 Zim + 1 的 连续 曲线 Fim» # 
且 当 ze 五 。 时 ,有 


R 


+- 
2 т 
т 9 Iz] S Rm+1- 


1 
log | f(z)| > № > 


另外 ,根据 (4. 24) 式 ,我 们 判定 |21 > К„,,. 于 是 , 引 理 4.2 得 证 . 
类 似 地 ,我 们 可 以 证 明 下 述 引 理 ， 
引 理 4.3 әт, +1 <m<m,,, — 1 (n > no) W, ВТЕ 0,„(1 
<i<k) 上 存在 一 点 zim，, 使 得 


$ -en 
log | fC Zim) |> R, > 


WE Omi 上 必定 存在 一 点 imt, 使 得 


Ha 
log | f(zim+1)| 2 Rmi 


并 且 在 22; 内 存在 一 条 连接 点 zi M zi + 的 连续 曲线 Г, 使 得 
k ze Ti 时 ,有 


1 -en 
log |f(z)| ®>——К 


+R. "К, < 1z1< Кк: 


· 330 · 


(5) 现 在 ,我 们 完成 定理 4 8 的 证 明 . 类 似 于 引 理 4.2 的 证 明 , TË 
助 于 定理 3. 1 根据 (4. 17), (4. 18) 和 (4. 21) — (4. 23) 式 ,我 们 可 以 
判定 在 0 (1 = i < k,m = Mo + 1) 上 存在 一 点 Zim, +, 使 得 


k _ 
2 “no 
log | f(zZim, +1)! 2 R, . 


其 次 , 重复 应 用 引 理 4 2 和 4. 3, 我 们 依次 得 到 点 列 z (1 < í < km 
=m, +1,m, +2, --. ) 和 曲 线 序 列 Гы (т = т, + 1 ,m,, 
+2,- ) , 使 得 当 ze Г, (m, + 1 < m S m,,,;n 2 по) H, A 


— êp 


1 k 
log | f(z) | >—R, К. < |2] < Rmi- (425) 


再 作 进 一 步 讨 论 : 当 |2| < R.B, 5 


1 к 
lopg]f(z)] > 1212 =; (4.26) 


34 R, < |z| < R,, В, Ж 
+ -tn 
log If) 24-12079 t 
进一步 根据 R > Kio+ be+2 和 (4. 23) 式 ,我 们 判定 


R, ү > RI". 
| 


于 是 


1 ， 
log |/(2) > 4121 元 一 (2k+ Den 
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结合 (4 26] 式 , 当 ze i (m, + 1 < т < т, уул > no) 时 总 有 


1 k 
log|/(z)| > -g z177% a. 


Г; = Гы, l<i<k. 
BER 一 十 oo (п +оо ) ffi(4.25) 6, ПЕ 石 是 一 条 连续 趋 
于 co 的 曲线 , 并且 明显 地 有 五 < Q, < Di 以 及 


lim 198198 17 (2)1 _ 
izi + o log|z| 


于 是 定理 4.8 完 全 得 证 . 

定理 4.9 在 定理 48 的 假设 下 ,f(z) 的 任何 两 条 相 邻 1 
级 Borel 方向 间 的 夹 角 < =. 

和 证. 假设 定理 4.9 不 成 立 , 即 存在 两 条 相 邻 1 级 Borel Jy 
PARMI Osa << ита таипа 
们 将 导出 矛盾 . 

(1) 取 定 一 个 数 s, 使 得 0 <s< 卫 (9 一 6) 和 


CAPI AETA 
<А. 根据 引 理 2. 13, 我 们 有 
Him Jog log M [ 000, + s, 0, — SR), f) х4 
R>to ` log R 
于 是 ,对 于 任意 小 的 数 ” > 0, 只 要 只 充分 大 ,就 有 _ 
log M { 100, + e, 03 — siR),f) < +", (4.27) 
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同时 根据 级 的 定义 有 
log M(R,f) < К^". 


另外 , 根据 定理 4.8, 在 Di 内 存在 一 条 连续 趋 于 со 的 曲线 五 使 得 
жге ГЖ |2| > КЕ, A 


Іов [7 (z) | > К^". 


(2) 以 下 我 们 说 明 , 当 R 充分 大 时 , 至 多 存在 一 条 渐 近 路 
£ Li (1 < iç < k) ZF T(0, + 6,02 — s;R). 事实 上 ,如 果 不 然 , 则 
ТЕЛЕТА ЖОБ, ML (1 < i, < i; <А) ВР T(0, + е, 0, 
一 5R). 于 是 万 | 必 交 于 Т(Өү + в, Ө, 一 s;R). 设 这 个 交点 为 zb 则 有 


Іов |7 (2;) | > К". 


但 是 ,只 要 ;适当 小 ,该 式 与 (4. 27) RATE. 

现在 , 我们 考虑 只 有 一 条 渐 近 路 径 L, (1 < iç < k) ЗЕТ TO, 
+ в, 0, 一 &R) 时 的 情况 .首先 , 设 三 和 圆周 1z|= R 的 交点 为 zi(i 
= 1,2, ..., k), 则 有 


Іор | /(2;) | > К^" (4. 28) 
并 且 还 有 


arg Zig >0,— s, argzi -1 < 0, +е (zo zk). 


É 
К^" = 486 tn, (4. 29) 
则 有 
К, Аржа 一 
IR =* atn R itr ә +оо (Еу +оо), (4. 30) 
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+ R, 4+1+1 


_— +n ИЖ орд. 4, 
723198 ав * 1—37 255198 (4. 31) 


log R = 
ERER эе" ] 上 存在 值 N, 使 得 广 G) 在 等 位 线 loglrlzl= N 上 
无 零点 , 即 等 位 线 是 解析 的 .考虑 集合 


E=E{zlloglf(z)| >N, |z| < R,). 


记 含有 点 zi(i= 1,2, k) 的 连通 分 支 为 人 2,(i = 1, 2, ..., k). 明显 
地 , 只 要 充分 大 ,就 有 


Qc D ,[)(1z] < R,),i= 1,2, ---, k, 


并 且 ОЖ Q -i (Q, = О,) 55 О(0, +e, 0, — R,) 2.5996, 
根据 最 大 模 原理 , 我 们 判定 Dz =R) 不 是 空 集 .用 0,, 表示 图 
周 1z| = 上 位 在 Q, 内 的 部 分 ,ri(t 表示 的 的 线性 测度 ,于 是 根据 定 
理 3. 1, 应 有 


— #R2 
ов 17 (2)| < N +9./2 е-*Їзя рант i = 1, 2, o k. 


再 根据 (4 28) 和 (4. 29) 式 ,导出 


ок 1 dt 

< к 

ДИ 2, 9.0) t (2 + n)log К, 
—k(4 — n) logR + klog18./2 . 


另 一 方面 ,注意 到 


K 1 | 
-ED эру) heo at 


K 1 
< {2r 一 (0, 一 0 -2)) У суу 
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ш ksar), 


2л — (0, — 0, — 25) 1 0,(t) ' 
则 得 
л R, 
К? <k(4 十 
5л (8—8, —%)*^ вак < (А+) 


log R, — k(¿ — п) logR + klog18./2 . 


进一步 根据 (4. 31) 式 有 


л R, R, 
—— -~ _ _ — < ] 一 一 
3n (0, 0, 2) aR < (2+1) 198 ак 


= “ 1 
+ log [18./2 x дажа x 422552 ) 


її R — + oo Rl n— 0, 则 根据 (4. 30) 式 ,我 们 判定 


2л ПРУ 
2r — (0—0, 22) ~ 


于 是 得 到 矛盾 ， 
最 后 , * Ië A f fE WR 88 (1 < i < k) ЗТ, +e, 6, 

一 eR) 时 的 情况 .有 e+ab 一 esR) 必 定 整 个 地 位 在 某 个 

RD (<i < k) 内 .同样 地 ,我 们 有 点 zi(i = 1,2,6, К), 并 且 有 


агаи, < 0, 十 已 或 argzio > 0; — ғ. 


以 下 , 作 类 似 地 讨论 ,我 们 也 将 导出 矛盾 .于 是 定理 4 9 完全 得 证 . 
ж. 在 定理 4.8 的 假设 下 ,车 记 f (z) 的 4 级 Borel 方向 数 为 9， 
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BJ k < q. 
定理 4.-10 在 定理 48 的 假设 下 , 如 果 进 一 步 设 g < + оо, 
则 f(z) 的 上 条 渐 近 路 径 必 定 分 别 渐 近 于 大 条 41 级 Borel 方 向 5, 同时 


在 这 上 条 Borel 方 向 之 间 , 任何 相 邻 两 条 间 的 夹 角 = + 


证 . f(z) BJq < +оо 条 4 级 Borel 方向 为 A(90)) (j 
= 1,2, .--, q;0 < 0, < 0, <- < 0, < 2л). Ж 
о = min (0+1 — Ө,),Ө„,, = Ө, + 27. 
1<j<q 
首先 , ЖП uE BH B 8 B ДЕ L (1 < i < k) Z E W H Р ЖА 
级 Borel 方向 A(0) (1 < ji < 4). 事实 上 , 如果 不 然 , 则 至 少 存在 一 
个 渐 近 路 径 Lill<io< 和 kr), 使 得 Li 不 能 渐 近 于 A(O) ( 


二 1, 2,.…,q). 于 是 ,存在 数 s0<s < 总和 相应 的 无 穷 序列 Run 


= 1,2, +), К, < R, > + co(n— + оо), E 181, % T Ж 
ATIO, + 3,8, ,| 一 38R,) (1 <j, < а). 通过 选取 及 ,的 一 个 子 序 
列 的 办 法 ,我 们 不 妨 假设 0 Уп 无 关 . 因 而 确定 了 两 条 相 邻 的 4 
级 Borel 方 向 A(0) ЯП А(Ө,,,) (j = j,). 

根据 定理 2. 14, 存在 两 个 判别 有 穷 复 数 w 和 有 使 得 


lim 1оа*п { 2(0, + е, Ө, = s, R), J=X} 


< <А, 
R- + о log R “< 


X = а, В. 


Bta, oo 间 的 相互 球 距 均 大 于 4 0 < d < 了. ВИП Ко, 使 


1) 称 一 条 连续 伸展 到 co 的 曲线 工 新 近 于 一 条 半 直 线 A(6). ШЕНЕ e> 0, 存在 
АК > 0, 使 得 工 位 在 图 1z| < R 外 的 部 分 ,整个 地 位 在 人 (9 一 s, 8+ R, + со). 
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得 a 满足 下 述 条 件 : 


(4 一 4) (0,,, — 0, — 2e) 


(4—2)(0#,,,—0,—2) Ü 
2[6z+X(2 二 0 二 2)] ; 


< g < 


(4. 32) 


然后 应 用 将 在 第 五 章 证 明 的 一 个 引 理 ( 引 理 5.2), 置 其 中 的 8 


1 _ 
= (6+1 — 0;) — e, R, = Ri °, R = К, = Re L = L, QAO; 


+ 38, Ө, — 35;К,, R,), H = £, a= a, N= 0, Il] * {Е ЖОЛОН #t n 
> 0, RE n RSIK, SHE 000, + 3е,0,,, — 3ER; R2) 上 的 点 z 有 


12 


本 
I (z) — al < exp facs, 0, d) R E? 


x | Re КА +" - olog R, + logt la! |}. 


FE, RE п EIK, ЖИЙДЕ 000, + 3e0 — Зє,Е1—°, R,) ERIA z 
得 到 


log|f (z) | < В Y, (4.33) 
127ra 

"= Л IÍ — — + 2Ав,‚,п”' = 2(о + 1)n. 

А АЕМ a,n" = 2(о +1) 


根据 (4. 32) Ж, 我 们 判定 < 2, 另外 , REN RA RAA +' 
< À — n". EXM R, 使 得 


КА" = ДКА", (4. 34) 


1 为 了 保证 c< 1, 我 们 总 可 以 取 导 充分 接近 于 4 
< 337 . 


WAR < R, 另 一 方面 ,根据 (4. 32) 式 ,判定 > (1 一 5)4. 于 是 ,只 
Л Н +n" > (1 — o) (2 + n”). ВЖ, RDSE 


КА ta” > ка -0ҚА+ Е) = Rita” (4. 35) 


КА" > Кіт R > Ri 
现在 , 设 石和 圆周 |z| = R 的 交点 为 zi:(1 < i < k), 则 根据 定理 4. 8, 
只 要 nn 充分 大 ,应 有 


logi f (z) 1 > RY. 


明显 地 ,根据 (4. 33) 和 (4. 34) 式 ,我 们 判定 zi(i= 1, 2, ..., k) 不 能 位 
在 T(8; + 3e, b+ 一 35R) 上 .以 下 ,我 们 作 类 似 于 定理 4.9 证 明 的 讨 
论 ,并 且 注 意 到 根据 (4.35) 式 ,这 里 相应 的 О, (i = 1, 2, …, 大 ) 不 能 达 
到 于 圆周 |z| = R, 则 可 导出 矛盾 . 

其 次 , 我 们 证 明 两 条 判别 的 浙 近 路 径 L; 和 Li (l< i, 
< i, < kk) 不 能 同时 渐 近 于 同一 条 Borel 方向 A(96)) (1 < j < q). ¥ 
mx 
24? 
则 存在 值 Ro, 使 得 L; ЖП Li 位 在 圆 1z| < Ко 外 的 部 分 ,都 整个 地 位 
在 2(0 一 250+sRo+c) 内 . 记 L 和 Li 界 因 的 单 连通 域 
X D, 则 根据 Lindelof 定理 , 存在 点 zo e D, 使 得 


实 上 ， ШЖМ, L M Li 同时 渐 近 于 A(9,). ИЖ e, 0 << 


If (zo) | > 2е№, N = lf (z)] < + œ. (4. 36) 


sup 
тє Li, 014 


EKE [ N, 2N] 中 存在 值 N', EES (2) EFR I (z) =N L 
无 零点 , 即 等 位 线 是 解析 的 .考虑 集合 


Е = Е{г||/(2)| >N), 


记 含 有 zo 的 连通 分 支 为 2 则 有 Ос D. 另外 , 根据 最 大 模 原理 , ВИП 
判定 2 是 无 界 域 .用 6, 表示 圆周 |z| = 位 在 各 内 的 部 分 ,16(1) Ж 
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ж Ө, 的 线性 测度 .应 用 定理 3. 1, 我 们 有 


— IR a 
log] f (zo) | < log N' + 9. /2 е) 201% logM (R, f). 


注意 到 当 max {2|zol,2Ro} <t < К 时 有 0(t) < 2e, 以 及 当 n 充 
分 小 入 充分 大 时 有 
log M (R, f) < Rà*", 


于 是 ,根据 (4. 36) 式 ,得 到 


| <9,/ азе x (EEL Ro) 


Ra 
кее) 


进一步 根据 > 1 和 站 充分 小 , 则 当 只 充分 大 时 ,我 们 导出 矛盾 . 


最 后 ， W 1,(1= 1,2,…, k) 分 别 ОЛ 近 +A(0;) (i 
= 1,2,0 < 0, < @у, < … < 6). 我 们 证 明 


事实 上 , 如 果 不 然 , 则 发 生 两 种 典型 情况 ， 
т 


(1), 一 bi < — Ë Ж, ЖЖ Ж, 使 得 0 <。< (3 ( i2 


- о,)). 以 后 ,我 们 可 以 类 似 地 得 到 Ro zo 和 不 等 式 


— x EHET AEST +n 
1 <9./2 x 485—6, +2: x [aUl Re) ej +2 R° n". 


x Z= уут 
TEREG 0, F2 > 和 nn 充分 小 , 当 R 充 分 大 时 ,我 们 将 导 
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出 矛盾 . 
(28), — 8, > 并 ,明显 地 有 


k k 
2л = 之 (on — 6.) =0 — 6, + > (Ө, a) 


n I T л 
> 本 + (6-1) £ =&—— = 2л. 
于 是 我 们 得 到 矛盾 , 即 定理 4. 10 完全 得 证 . 
定理 4.11 在 定理 4.8 的 假设 下 , 对 任意 值 0 < 98<2x, 或 
#A(0) Ef (z) 的 一 条 4 级 Borel 方 向 ,或 者 存在 一 个 数 o,0<o 
л 


<T 使 得 


lim logloglf (2)| _ 4, (4. 37) 
log |2 | 


zeca- a070) -E 
ЖР ER 0(0—о,8-+е) 内 的 一 个 点 集合 ,并 且 满 足 条 件 : 


lim mes {0(0—0, 0+0, + о)(Е} = 0. (4.38) 


тә 十 m 


š. 不 失 一 般 性 ,我 们 只 须 证 明 , 如 果 A(0) RES) 的 一 
条 1 级 Borel 方 向 , 则 必定 存在 数 m, 0 < с < +> 使 得 


loglogl/ (z) _ ) 
а= += log|z| | 
в)-Е} 


其 中 是 O-o, с) 上 的 一 个 点 集合 , 并 且 满 足 条 件 ， 


lm mes { @(—в,е,т, + со)[\Е} = 0. 


r— + о 


如 果 A(0) 不 是 f(z) 的 一 条 4 级 Borel 方 向 , 则 存在 数 m 0 < с 
< + t А, < 1, 以 及 两 个 判别 有 穷 复 数 a 和 ,使 得 当 r 充 分 大 时 ,有 


n{ 0Q(—20,20,7), f= Х} <r’, X = a, B. (4. 39) 


WS (z) Æ 0(— 29, 27) 内 的 d {К A ЖП В {ИЙ pb (i= 1, 2, --.), 并 
H |b| 16,101, 2, ---), WA 


= 1 
2, Ьа! sto 
t 
我 们 以 bi(i = 1,2, +) А трат 为 半径 作 圆 ,其 全 体 记 作 巨 . 
j 
明显 地 
0 . 2 
mes í @2(— 0, оу, + со)}[|Е}) < 1 Ta 
А Ах +2 >r J 


2 t 1 
< - 
1 之 lbjl +4 


r b 72 


于 是 


lim mes í Q ( о, a;r, + о) Е} =0. 


以 下 ,我 们 只 须 证 明 
li loglog | /(z)| _, 
im 一 一 -一 一 一 一 -一 一 4 
дг + о log |z| 
:є( (С оза) – E) 
事实 上 , 如 果 不 然 , 则 必定 存在 一 无 穷 点 序列 ze { Ю( —о, а) 
-Е}(п=1, 2, --:), [2,1 < |z,+ i |— +оо (п + оо), 119 
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ТЕЛЕ 


log |/(2„)| < 12,12, 4 <А. 


Аз = тах {4,, 1, ) <А, 


Z —*— 
z4c — |z, | 4а 


¿=¿(z)=———— 


rac + |z, |30 


(4.40) 


(4.41) 


(4. 42) 


则 根据 引 理 3. 1, 2( 一 20, 26) 被 变 为 5 平面 上 的 单位 圆 上 1 < 1, 并 
H TX о, о; |2,1." |2,1) СЖ ЕНА РС I <t 内 ， 


而 


I xn 
t=1—- |z, | 2°. 


(4. 43) 


mc < (1+ 中 在 z 平 面 上 的 像 域 必定 含 于 TX —20, 26; Ву, R,) 


内 ,而 


Aa 
R,=16% |2,]1+7, 


Фо 
К,=167 є |2,|1 72", 


W z, СРЕ ЕЁ кя Cn 继续 作 变换 


1+: 


б (6) = sr 
( 1+t ) үг 


2 


(4. 44) 


(4. 45) 


1 
Еу (1+2) [Сре Зра ЕЙ Ч [ер 
Ж [| <ç, 而 


(1+1) 
t= ЛҮҮ C: (4. 46) 
( 5 ) +e 


ЎА |е «іру сБ, BJ f уң, 其 在 5 平面 上 的 对 应 点 
为 4 以 下 ,我 们 寻求 1&i| 的 一 个 下 界 信 计 : 


1+ 


— (0—4) 
[| = >- I&i- él 
: 1+t 32 гү 2 зп 
2 一 пэї 
x _—_ z x. 
_ 1 | Ба — |z, | 4e | 
2 1 = ж o x 
bi4s + |2, | 4° 2,40 + |z,| 4 
i 21, £ G -or 
(= + |z,| ЭСЕ |z, =) | 
> 2447 — biar |. (4.47) 


48,87 
注意 点 z F b, EJ (u fE О( – 20, 20;R;, R.) 内 ,并 且 有 


1 
—b | > —— 
|z, b,| > |b t2 7 


{ЕЛЕ x= z+ , уң z, ТЬ, Ж ЖЛЕ x ЭЕ E 09 „а= ЖП biar. 记 
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连接 点 zw Ьл 的 直线 段 为 1。 其 在 z 平 面 上 的 像 为 1c 
0 ( — 20, 20; :К,, К,). 于 是 


1 
е |= |, (4. 48) 
Гар |! | | сопа. 


注意 到 当 n 充 分 大 时 ,有 | 
4o 1 


= ° = Јаз <: -E <1. 
于 是 (4. 48 ) 式 给 出 
Taa $ 2% -=b . 
进一步 根据 (4. 48) 和 (4.45) 式 , 当 n 充 分 大 时 ,我 们 判定 
1 1 ' 1 
12 之 一 一 一 之 EEC = 4. 
4R4 . |, |2712 464° t? " 
(4. 49) 
记 (4.42) 和 (4. 45) 式 的 逆 变 换 为 人) 和 (<) 和 置 
r= ECE) -4 (4. 50) 


Ва , 
则 当 充分 大 时 ,根据 (4. 39) 式 有 
=п(1,Е=0) +п(1, F=1)<2RM<c : |z, | +293, 


其 中 c 是 与 4 无 关 的 常数 .另外 ,根据 (4. 50) 式 ,原点 <=0 58 F(E) 
的 0,1 诸 值 点 的 距离 >d, 并 且 根 据 (4. 41) 式 有 


log*|F(0)|=log* | /(2„) | < 12,13. 


于 是 ,应 用 定理 2. 9, 我 们 得 到 


1+ т с 4 
< (1+2923J | 1 . 
т і . P) | fiogiz,| + lo8 5 


进一步 ,根据 (4. 50) 式 有 


c 


(= seee) 1 |z, | +23 
一 工 


4 
X Тов 2,1 + ов р 
1—т 
于 是 


1 十 7 
+t 


2 1 
pewMteyeGGDDD<- d = лесе) 
一 二 一 一 人 

2 


с а +23 | 4 
< (1—т)? 12, | :ozlzl+me I: t: 
特别 地 ， 


log M { @(—в,о;|2„|!7", |г„|), f) 


4 
тоу" ов iz +в — |. (4. 51) 


< 
( 
注意 到 (4. 44) 和 (4. 46) 式 ,我 们 有 
l-t \? 
(2) 
1 十 上 


十 


(7) 


1 1 к 
> 1—t)2= Te. 
z (70° 38 ll 


1 一 7 一 


. 345 · 


于 是 (4. 51) 式 给 出 


2n 
log M { TX —о, о; |2,17", 12,1), f) <с|л„| о t t 233 1og|z,|. 


4—3, 


8 当 n 充分 


进一步 根据 (4. 42) 式 ,对 任意 取 定 的 数 e0<e< 
大 时 ,我 们 得 到 


А+ АА 
log M { (о, о;|2„|! 7", |2,1), f) < |z, 2 tt (4.52) 


设 1(z) 的 上 个 判别 有 穷 新 近 值 为 af(i=1 2,…,k), 其 相应 的 渐 
近 路 径 为 Li(i=1,2,…,k),L: 和 Lj+i A Fl X р, 根据 定理 
4.8, 在 Di; 内 存在 一 条 连续 伸展 到 oo 的 曲线 Te 使 得 


jim Jeglog|/(z)] д 
ші» +оо 108 |2 | 
ze Л 


92,(1<і<к) а ГУ |z| = |2,17" 0—24, 则 当 n 充 分 大 
时 ,有 

log | f(z) 2 |z, mQ 5 i=1, 2, ..., k. (4. 53) 

- EKE [+ |z, | mQ 5 > mle moe | HEEN’, 使 得 

导数 广 (z) 在 等 位 线 log | /f(z)| = N 上 无 零点 , 即 等 位 线 是 解析 的 
.考虑 集合 

E= Ef zlog {f(z)| > N’, |z| < iz,| } 
记 含 有 点 zi (1 < i< k) 的 连通 分 支 为 Qi. 根据 最 大 模 原 理 ,我 们 判 
20, (121 = 12,1) 不 是 空 集 . 另 一 方面 , 当 n 充分 大 时 , RM 
HQ, cD, (i= 1,2, --., к), 以 及 根据 (4. 42) 式 和 s < (1-4) 
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1 КОИ Atia ， 
+ Zl" па) > |z,| 2 e, 


于 是 根据 (4.53) 式 ,我 们 判定 02(i=1,2,…,k) 与 2( —6, 
оз |а, |17", |z,1) 均 无 交 ， 

RMA ba (IKES k hal T SES ||) 表示 圆周 1z| 一 上 位 
TE Q, 内 的 部 分 ,用 19; (t) 表示 bn 的 线性 测度 ， 当 tef 12,17", 
[2,11 时 ,有 


< 0-20) X (n 
”于 是 
2 АРИ k Palza 
= 25 W PUN a AT. (4. 54) 
应 用 定理 3. 1 ,我 们 有 
L |: _ dt <kloglogM( 1,1,7) 
S Јоза" (0:01) 


—К(1—) (4— е) log |z |+ klog18./2 . 
再 结合 (4. 54) 式 ,给 出 


nk lo TAL 
2л — 20 5 


< Іовіор М ( {2,[, f) 
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— (1— n) (å — £) log |z,| + log18./2 . 
于 是 当 n 一 +oo 时 ,我 们 判定 


mkn 


zg S$TT A- e). 


再 命 s 一 0,， 则 得 


zk k 


1> >£, 
2я 2265 > 了 


但 是 ,这 与 假设 矛盾 , 即 定理 4. 11 得 证 . 
Ж 1. 在 定理 4.8 的 假设 下 ,对 任意 值 0 < 0 < 2л, 或 者 A (0) 


是 /(z) 的 一 条 Julia 方 向 ,或 者 存在 一 个 数 g, 0 < s < = 使 得 


lim loglog | f(z) | 


121-5 + о log |2 | 
ze (2 (08—c,0 + o) 


系 1 成 立 是 显然 的 . 当 A(0) 不 是 f(z) 的 一 条 Julia 方向 时 , 在 定 
理 4. 11 的 证 明 中 ,x 和 8 的 值 点 { bi; }, 这 时 为 一 有 限 集合 .于 是 EE 是 
一 个 有 界 集合 因此 (4. 55 ) 式 成 立 . 

系 2. 在 定理 4.8 的 假设 下 , 设 ai (i= 1,2,…,k} 是 f(z) ВОК 
个 判别 有 穷 浙 近 值 ,L ;是 相应 于 a (1 < i < k) 的 渐 近 路 径 . 如 果 对 
ЕЛЕ Se > 0 H f W K BJ iñr(0 <r< +o), Q (0 — є, 0 


+ ër, +оо) EJ J L ( L = U Li) 有 交 , 则 A (0) 必定 是 /(z) 的 一 


条 4 级 Borel 方 向 . 
事实 上 ,如 果 A (0) 不 是 f(z) 的 一 条 4 级 Borel 方向 , 则 根据 定 


理 4 11, 存在 数 m 0<c < r 使 得 (4. 37) 和 (4. 38) 式 成 立 . 另 一 


=. (4. 55) 
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方面 , 对 任意 大 的 值 ", Q(0 一 5, Ө + +о) 5 L 有 交 . 于 是 


mes {2(0—o,0+o;r, +) ) > r> +оо (r +оо), 


HÆ 2(0 — c, 6 + ат, +oo) 上 存在 不 属于 同时 趋 于 со 的 点 列 ， 
使 得 在 该 点 列 上 有 上 界 ,但 是 ,这 与 (4. 38) 式 矛 盾 . 于 是 系 2 成 立 . 

R3 在 定理 4 8 的 假设 下 , 如 果 存 在 一 个 值 0,0 < 0 < 2л, 使 
得 A(8) 不 是 f(z) 的 一 条 4 级 Borel FE, M) 当 z 沿 
AL (1 < i< К) 连续 趋 于 oo BF, АГ, Ей ЭА, 其 幅 角 argz 
的 改变 量 小 于 27. 

事实 上 , 系 3 成 立 也 是 显然 的 , 否则 ,根据 系 2, 我 们 判定 A(9) 必 
是 f(z) 的 一 条 4 级 Borel 方 向 . 

在 系 3 中 ,如 果 仅 在 定理 4.8 的 假设 下 , 即 在 一 般 情 况 
F.L. Ahlfors 已 经 证 明 Hwargz = о (log ||). 

定理 4.12 在 定理 4. 8 的 假设 下 , IERE 0, 0 < 0 < 2л 和 任 
意 小 的 数 s > 0, 我 们 恒 有 


ғ» + со logr 


根据 定理 4. 11 的 证 明 , 我们 容易 判定 定理 4. 和 2 成 立 .事实 上 ,如 
果 不 然 , 则 立刻 有 (4. 52) 式 .尔后 作 同 样 地 讨论 , 即 得 到 矛盾 . 
在 给 出 定理 4. 13 及 其 证 明之 前 ,我 们 需要 先 证 明 两 个 引 理 . 
设 1(z) 是 开平 面 jz| < +оо 上 的 一 个 亚 纯 函数 , 存在 一 个 单调 
趋 于 oo 的 序列 { r. }, 使 得 
log T(r,, f) 


Hm ——  =y< +c. 
кә + о Іор ғ, 


再 假设 /(z) 具有 一 个 有 穷 亏 值 b, 其 相应 亏 量 5 (b, f) = ó > 0. 根据 


А. 
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亏 值 的 定义 ,存在 值 ro, 使 得 当 r > mm 时 ,有 


+ T (Л <т(һь), (4. 56) 
1 
(r )<2гел. (4. 57) 
应 用 引 理 2. 1, 置 其 中 的 h = 3, k = 4v, h, = 0, 则 有 
А 4 1 
maf en as 
Eiro’ rn] 
其 中 
ELror,] =Е{(\[гъг„], (4. 59) 
E=E(tIT(etr, f) <serT(tf),t> r). (4. 60) 


引 理 4.4 对 任意 值 re { ЕГ} ( ro, + co) J, ж 


лёд 
E-E|rimee, > те 


其 中 


1 ó 
е,ө = {өв ар > g T(r.f),0<0 <), 
(4.61) 
则 有 
dt 


一 一 之 


1 (4. 62) 
Е, r 2 


Ж. ie f(z) 在 圆 |z| <е 上 的 b- 值 点 为 b (i= 12, ... 
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n{te?,b)), 根据 Boutroux-Cartan 定理 ,满足 不 等 式 


п (e2t,b) 


П 12-61 <") 
i=1 
的 点 集合 能 被 包含 在 至 多 n (е2, b) МЕ (r) 内 ,其 欧 氏 半径 之 和 不 
超过 2eH. RH =— AME 
4 Je 
Ё, = Е {| (121 =г)(\|(г) = Ф, тє [е] }, 


则 有 
人 >- 位 之 -去 (4. 63) 
~ ， r 2 
Е, 
根据 ro 的 选取 , 当 re ,时 ,有 


ê (у) < [ова 
2 O) S in o E Дев) bl ` 


进一步 根据 (4. 61) 式 ,我 们 导出 


1 А 1 
—T(r, <= |. me ECJES (4. 64) 


再 应 用 Poisson-Jensen 公式 ,我 们 可 以 得 到 


o 1 ¿te te? 1 
(нев) bl ее \ f< b 


nlte2.b) (se ) 一 Бев 
$ š 
+ > log ге? (re? — bi) 


e+1 1 3 
< 2 z 5 
УШ "(е pig) "06 b) log (8е2) 
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+1 2 1 3 3 
一 “(у )+ N (1, b) log (82) 


< | “+! + log (ве) }т{ ге, =): 


于 是 根据 (4. 60) 式 ,我 们 判定 


1 ， | e+1 3 
log Tes) вр < 2 k= + log (8) |T (f) 


< 20е Т(т,/). 


Ê ту) < 20е Т (r, f) mese 
1 * ` 5 r 


即 有 


тд 
теѕе, 之 TAa 


FEE, с E,. 因此 , 根据 (4. 63) 式 ,我 们 判定 (4. 62) 式 成 立 , 即 引 
理 4.4 得 证 . 
5124.5 E 


б 
E= s|umes > д>) (4. 65) 


Eiron] = Ё(| [ro r, ], 
则 有 


lim 1 | dt > 1 
r+ logr, 各 on t 24 
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证 。 考虑 不 等 式 
T(t, f) < е#* Т(т,/). | (4. 66) 
їй 是 区 间 [ro + оо) 上 满足 (4. 66) 式 的 最 小 值 , 则 有 


| A <з—з-2- =<: | <6| A 
Emttie30] Í E Í Eir e3] Í 


1 


t, 是 区 间 [et + со) 上 满足 (4. 66) 式 的 最 小 值 , 则 有 


й dt 
| t < 6 | | т? 
ЕГ\І).е31,] Í Erti Í 


„Жы Æ K la] [ est- p +o) 上 满足 (4. 66) 式 的 最 小 值 , 并 
Rir, - 4 <r, < et, 于 是 


dt "1 dt 
| — < У — + 3 
Ег! 上 #1 ЈМ Í 


п-1 dt 
< ef 4 +, 
і= 1 EN ipede] t 


dt 
<6 | € j, 
Etro, rm t 


进一步 根据 (4. 58) 式 ,我 们 判定 


. 1 dt 1 dt 1 
lim — 2 — lim > ` 
Уш logra Eror 上 бою-+» Error 上 24 


即 引 理 4. 5 得 证 . . 
现在 ,我 们 给 出 定理 4. 13 及 其 证 明 如 下 : 
定理 4.13 在 定理 4. 8 的 假设 下 , f(z) 不 能 有 有 穷 亏 值 . 
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w. 假设 定理 4. 13 不成立, 即 f(z) 具有 一 个 有 穷 亏 值 , 其 相应 
亏 量 5(b,f) =5>0. 记 /(z) Hk TA HA F A Aali 
= 1, 2,.…, k), 其 相应 的 渐 近 路 径 为 L; (i = 1,2, …， к), L, 和 Liri 
界 图 单 连通 区 域 D,. 置 


k 
L= UL; 


і=1 
М = max fsup (2) 1,16 } < +c, 
теі. 
则 根据 Lindelöf E E, FEA z; 8 D, (i = 1, 2, » k), 使 得 
|J(z;)| > 2eN. (4. 67) 


EKAN, 2NJ 中 存在 值 N', 使 得 导数 广 (z) 在 等 位 线 (2) | 
= М 上 无 零点 ,于 是 等 位 线 是 解析 的 .考虑 集合 


E=E {z| If) >N'}. 


记 含 有 点 zi ( 1 < i 上) 的 连通 分 支 为 Qc D. 根据 最 大 模 原理 ,我 
们 判定 Q. (i= 1,2,.. k) 是 无 界 域 . | 

# (7 НӨ, (1 <i<k;|z,| <г< +o) 表示 圆周 |z| =t 位 
在 2, 内 部 分 ,用 :0, (t) 表示 0,, 的 线性 测度 .应 用 定理 3. 1, 我 们 有 


log 1|f(z)| <logN' 
+ ЖЫР а log М (г, /), i= 1, 2, э, k. 
进一步 根据 (4. 67) 式 得 到 


ir 
< loglog M (r, f) + log9./2 , 
И: 10.00) glog М (ғ, f) + log9./2 , 


i= 1,2,-.. k. (4. 68) 
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于 是 


Ў л F: dt <kloglogM (Р, ў) + klog9./2 . (4. 69) 
£ Josa f, (t) 
RETË ro 使 得 


ro z max { 1, 12, |, 1z21，…， 12, | b 
并 且 当 > ro Bt, (4. 56) 和 (4. 57) 式 成 立 .应 用 引 理 4 5, 置 其 中 的 ， 
= 4, йзге Ё| 2re 于 | 88 (4. 65) 式 有 


k 1 2 
2 = —— 0 
k о черү у ө) > 9 可 
‚ nò k 1 ` 
< 和 -人 8, (т)? 
гє] > т "| 其 中 CE[ 2ғ0, г.) =| >» | 


-E(w | 


2 к 1 
< 
k? < 2n > (D 
于 是 ,根据 (4. 69) 式 ,我 们 导出 
nk? f dt k? dt 
а —— + 一 一- — 
лд Kr2rosrn] Í 2 статы Í 


21 em 


к 
< л | tð; (t) 
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< kloglog М (r,, f) + К1ор (9./2 ) 


< ков T(2r,, f) + klog (27./2 ), 


1 | dt 
Tn зул Í 
2 


即 有 


т — 1009 log 
s50 log 2ro } 
log 
2 
< Іов T(2r,,f) _ log2r, 1+ log2 
Іор 2r, logr, r, 
log 
2 
log (27/2 
4 Лов (274/2 ) 
fr — +o 和 根据 引 理 4. 5, 我 们 判定 
дка. zk kl k. 
227 4 9752 j 27 
2r 一 


40e44 
即 是 一 个 矛盾 , 从 而 定理 4. 13 得 证 . 

根据 定理 4. 13 的 证 明 , 我 们 可 以 简单 地 完成 定理 3. 5 的 证 明 . 事 
实 上 ,如果 整 函数 /(z) 具 有 一 个 有 穷 亏 值 b, HAES E (b, f) = 
>0, 则 当 r 宕 ro 时 有 


| 1 2x 
т |, logt E b] ——.-a 
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> 9 Tr, P) >S Tro f). 


于 是 在 圆周 |z| =r(r>ro) EFE- Ez = кеі", 使 得 


д 
|f(z,) —Ь|&е z ro: 0, 


即 /(z)# S 12, |е) F£ ESL N. 另 一 方面 ,根据 f(z) 在 开平 
面 |z| < + cc 上 无 界 ,我 们 判定 存在 点 zi, 使 得 
(21) 1 >2еМ. 


类 似 地 考虑 ,我 们 可 以 有 相应 的 区 域 Q 和 相应 的 (4. 68 ) 式 .另外 ,在 
应 用 引 理 2. 1 时 , 改 置 其 中 的 y=p, 4 是 f{z) 的 下 级 , 则 可 以 判定 J 


> 于 是 定理 3. 5 成 立 . 
9 4.3, 整 函数 沿 着 渐 近 路 径 的 增长 性 


根据 Iversen ХЕ РЕ, 整 函 数 /z) 必 以 oo 作为 浙 近 值 , 即 在 开平 
ШЇ |2| < + оо 上 存在 一 条 伸展 到 无 穷 的 连续 曲线 L, 使 得 当 z 沿 着 L 
趋向 于 oo 时 , f(z) EBF оо. 那么 f(z) 沿 着 上 究竟 以 多 快 的 速度 
趋向 于 oo? 这 是 本 节 要 讨论 的 主要 问题 《9 

设 v(r) 是 一 个 定义 在 正 实 轴 上 的 连续 单调 趋 于 оо 的 函数 , 并 且 
满足 条 件 : 


(2) 对 任意 取 定 的 数 :>0 有 


一 一 v(r't:) 
lm 一 一 -一 一 一 


=C(e)< + co, 
гә + so v(r) 
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在 这 里 C(e) 关 1 并 且 当 se 一 0 时 有 C(e) 一 1 例如 ,我 们 可 以 取 v(r) 
=logr, ( log r)2, logr : loglogr, ---. 
当 e 一 0 时 ,C(e) 一 1. 所 以 存在 数 zo>0 使 得 当 E 和 so 时 有 


1 
С 1 十 一 一 ， 
(g) <1 + э 


IRE v (r) B. HERREY е, 0<s< 和 so, 必定 存在 值 ro, 使 得 
当 r 立 re 时 ,有 


y(r) <r, vàr! +) < TOL з) < CESKO 
同时 存在 值 r,, r 2 r Etr Ri, 5 


— ç . 1 | 
18V2 i <— (4. 70) 


其 中 nn 是 正 整 数 . 
置 


1 1 
一 — 2 
т=шах{5е,г„},т=тЇ+Е,г=т! tt Кт 


和 假设 f(z) 在 圆 |z|<R 上 全 纯 , 500) =1 ЭН ТЕШ ШЖ 2ес< |z] <: 
内 存在 一 点 zo, 使 得 


1f(z0) | > A, А> 16, 


则 根据 引 理 3. 5, 我 们 可 以 确定 一 个 区 域 D,(4) (WA <4<V4 ), 
使 得 当 zeD,{ 4') 时 ,有 


If) > A, 


以 及 对 D, (水 ) 上 的 任意 两 点 2, 和 zi, 可 以 找到 一 条 连接 这 两 点 的 逐 
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Вита, 其 长 度 
| ú = 
mes L <2r+2./2 СЭ T(R, f), (4.71) 


同时 对 位 在 世上 的 点 z 有 


If) >t A; zlsr (4. 72) 


引 理 4.6 ÆA 2< |z| <r 与 万 (人 ) 的 交集 中 必定 存在 一 
Ñ Zy 使 得 


IJ) >min{M (izil, f), emm}, 


iF. 如 果 在 圆 环 2r<iz|<r 中 存在 圆周 |z1=! 整 个 地 位 
在 D,(4') 内 , 则 只 要 在 圆周 1z| =: ЕЖ z 使 得 


IAD =M (lza bP, 


即 可 判定 引 理 4.6 成 立 .于 是 ,我们 只 须 考虑 下 述 情况 :在 圆 环 2r 
< (21 <r PREAM | = t 整个 地 位 在 D,(4') 内 , Ep $$ 4- Bl 


H 121 =t 均 交 于 D,(4') 的 边界 .根据 定理 3. L 取 X= 了 了 ， 再 注意 到 


| 1 
2|zo] < 2т <" 0*(t)< 2л, 2r <t < r, 


则 可 以 判定 在 8, 上 至 少 存在 一 点 zi, 使 得 有 
|/f(z,) | > eiD, 
否则 ,应 有 估计 
log| f(z0) | <log А9, еа whey Bnv(r), 


+ 
оё ( А')? <1ов А'+9,/2 e z gnv(r), 
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二 z 1 = 
1<18,/2 . hf)" 13. 


但 是 这 与 (4. 70) 式 相 了 矛盾 .于 是 引 理 4. 6 得 证 . 
定理 4.14 H(z АНЕ || < +оо 上 的 一 个 整 函数 ,并 且 
满足 条 件 : 


lim MD 
кә + OO у(г) 


” 则 必定 存在 一 条 始 自 原点 趋 于 oo КВОТА L 使 得 有 


= +=, 


ш PESO _ 


+ со 
з= У(]2|) 
zeL 


当 v(r) =logr 时 ,我 们 就 得 到 К. Boas 的 结果 中 
证 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假设 |/(0) | =1. 根据 f(z) 满足 条 件 


r v(r) 


对 于 每 个 数 站 (# 一 1, 2, ә, 我 们 可 以 确定 某 个 值 r， re <r,<r,+1 使 
得 当 rz>m 时 有 


M ( r, Р) > е8"), 


v(r) 2 тах { 1,logM (1, f) }. - (4. 73) 


任意 取 定 一 个 数 5 0<s< ша} +, 然后 再 取 定 一 个 
(Ë Ro, К> 5 和 作 序 列 : | 


R,=RÜ +" m= 1, 2, ‚ө, 
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则 进一步 可 以 确定 一 个 序列 m(n=1,2,…), m, +2 <m,., , 使 得 
当 m 之 m; 时 ,有 


К„>т„ 
(4. 74) 
以 及 当 t 之 Rm 时 ,有 
18./2 ` t-78 1+} n: i< 
5 2: 
最 后 ,利用 关系 式 
log M (Rif) =2nv (Rm) n=1, 2 (4.75) 


ЯП ХЕК, (R > 1), п +оо 时 ,有 只 4 一 十 oo， 
以 下 , 我们 证 明 下 述 两 点 事实 : 
(1) 可 以 依次 选取 点 序列 z, (m==mi +1, mi +2, ---.), 使 得 有 


PRm- <|:|<К„ т>тү+1, 


|/(z,,) | > ew), т, ттр, (4. 76) 


(2) 可 以 依次 找到 连接 点 z。 和 zi 的 逐 段 解析 曲线 上 (m 
= т; + 1, т, + 2, ©), 使 得 当 ze ,时 ,有 


Ra < |z] < Ranto m, + 1 < m < m,. í, 


б) a etd, т + 1 < m < т. 
事实 上 ,我 们 只 须 考 虚 下 述 几 点 : 
1) 如 何 选取 点 ZZ +. 
2) 当 z (ni 兰 2?) 点 选 定之 后 , 如 何 选取 点 zw а 和 曲线 L my 
3) Ami A RE Z< A ЖП B О MO SK mti (n 2 1; 
l <і<т, у — m, 一 1) 和 曲线 卫 。 aa. 
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首先 考虑 1). 在 圆周 1z| = Rn + 上 必定 存在 点 zm,+1 使 得 
(2, +1) 1= М(1г„, +11, 7), 
再 根据 (4.73) 和 (4. 74) 式 ,我 们 得 到 
IS Zm, +1) | > este +10, 


其 次 考虑 2). 应 用 引 理 4.6, ERP H = mo Tn = Rmo r 
= R, +3, т 一 Rn ， б = R, -1， А = еб" Мет) Шш 在 环 2R。 
< |2] < R+1 与 D,(4') 的 交集 中 必定 存在 一 点 zm +1, 使 得 


(2+1) 12 min {M (|m + |. f), езт}, 
再 根据 (4. 73) 和 (4. 74) 式 ,我 们 判定 
T Zmn+ 1 ) | > ебут +10), 


另 一 方面 ,根据 (4 72) 式 ,存在 一 条 连接 点 zw. 和 zw. 的 逐 自 解析 
曲线 L mp 使 得 当 zeL, 时 ,有 


(2) 12 er Оњ), |z] S R, ү. (4. 77) 


注 意 到 |zw |> 2R, -1 > R, -1, 以 及 (4.75) 式 ， 我 们 3⁄4 
Ж || > Rp- 另 一 方面 , 当 |z1 < 1zwj 时 ,有 


|/(z) | > e20- эч, 
当 |z| > lzw,[ 时 ,有 


(2) | > е?" 10050 . e207 мене D) - 2@— 1990150) 


> eC- üz) , pn- D А -DWR + 1]. 
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注意 到 
У(К„ + ) = v(R, -1) 
=v(R,.i)— v(R, )+v(R,)— (R, 1) 


<ER) + (R...) 


< + )vüzD< (2), 


则 得 到 
if(z) | > e” 1290121) 
最 后 考虑 3). 我 们 再 次 应 用 引 理 4. 6, 置 其 中 的 z, = 20+ Ts 
= К, r= R, ++ » TS R... о = R, ы-1,› А = е8", +1) JJ 


在 圆 环 2R。 + < lzl < Ra rr 与 D,(4') 的 交集 中 必定 存在 一 
点 zm titi» 使 得 


- 


(zm titi) | > min (M( |z, +, |, f). еви 


= elm, +i+ 1 


另 一 方面 ,根据 (4.72) 式 ,存在 一 条 连接 点 ze ;和 zw 114， 的 逐 段 角 
析 曲 线 L, +. 使 得 对 Lati 上 的 点 z 有 


(2) | > em ti jz] < К, ыз. (4. 78) 


EEAS 1, |а il > К„, 以 及 (4.75) 式 ,我 们 判定 |z|> R. 5 
一 方面 , 当 |z| < R, +; 时 ,有 


(2) | > e2; 


当 1z| > |zm +i| 时 ,有 
Jf(z) | > erib, 


在 说 明了 1),2) 和 3) 之 后 ,事实 (1) 和 (2) 就 是 明显 的 .现在 ,我 
MAAR La 连接 原点 z = 0 和 点 zw, у, RAR 


+o 


L= Lw (4.79) 


则 工 是 一 条 始 自 原点 趋 于 无 穷 的 逐 段 解析 曲线 ,并 且 有 


ов |702) 1 _ 


+ оо. 
i++ У( 12|) 
ze L 


于 是 定理 4. 14 得 证 . 

如 果 我 们 置 v(r)=logr 和 用 M{D 站 (lzl= 站 ,让 R 
#М(т,]), 则 重复 定理 4. 14 的 证 明 就 可 以 完成 定理 4. 6 的 证 明 

现在 ,我 们 考虑 另外 一 种 类 型 的 增长 性 定理 .A. Huber 曾经 证 明 
БЖ 039, 

如 果 f(z) 是 一 个 超越 整 函 数 , 则 对 每 个 p> 0, 都 存在 一 条 趋 
于 oo 的 路 径 上 Lp, 使 得 


| |/(2)| "ldz|] < + =. 
Lp 


W. Hayman 曾经 问 是 否 存在 不 依赖 于 p 的 路 径 ?219 对 于 这 个 
问题 , 当 级 4 < + co ВЧ, 我们 可 以 得 到 肯定 的 回答 . 
定理 4.15 设 /Hz) 是 一 个 超越 整 函数 ,其 级 4< + co, 则 必定 


1) 最 近 ,J. Lewis, J. Rossi ЖП А. Weitsman 已 经 成 功 地 消去 了 级 4 < + oo 的 这 个 
假设 条 件 ,参见 [27a ]， 


. 364 · 


存在 一 条 趋向 于 oo 的 路 径 区 ,使 得 对 每 个 值 p > 0, 均 有 
| Vlz} ldz] < + œ. 
L 


u. (2) AERE PS DS BL, 我 们 有 


lim EMEP -4 o. 
r logr 
另 一 方面 ,根据 f(z) 的 级 4 < + oo 的 假设 ,对 任意 取 定 的 数 s 0 < £ 


< 存在 值 1。, 使 得 当 t > t 时 ,有 
Т(е, fy S tte. 


І 
重复 定理 4. 14 的 证 明 , 特 别 地 取 v(r) = logr 和 Ro > тах { 5+, to}, 
我 们 根据 (4. 77) 和 (4.78) 式 可 以 判定 当 ze 工 w(mr <S m S m,, , ) 
时 , 有 


(2) | > |2„|””, (4. 80) 
同时 ,根据 (4. 71) 式 有 


mes L m < 28,41 + 2,/2 яК, 


Rn + 2 =! 
x log Т(К,„+2, f) 
m + 1 


— 1 + +g+1 -€ А 
<21 +I n) REL? 全 (4. 81) 
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HJ L 即 是 所 求 的 一 条 趋 于 со 的 路 径 . 事 实 上 , 对 于 每 个 值 p 0, 都 
存在 某 个 正 整 数 no, no = no (p), 使 得 当 n > mo 时 ,有 


5 А+1+ 
зт) i «|>. 


2 
再 置 
Mn +æ 
= Y „= È L, 
т=тү+1 т= ть +1 


o 


则 根据 (4. 77), (4. 80) ffl (4. 81) 式 , 我们 判定 


1 ` 1 
|, G) a= | =” E! 


‚ | — а | 121. 
L (z) | Ju (2) 


— 1+4- Atlte g 1. 
+2(1+ V2 л) > R 


+1 2 
т та +1 " 2 "р Эл», 


142 | = to 1 
< | +20942) у 


< + оо 
m=mn +1 Ке} , 


即 定理 4.4S 得 证 . 


现在 , 我 们 考虑 亚 纯 函数 的 情况 .W. Hayman 曾经 提出 下 述 问 
goa, 


设 /(z) 是 开平 面 lz| < + co 上 的 一 个 亚 纯 函 数 , 其 下 级 N p, 
WM a(r, со) = 00), 并且 < — < 上 时 ,相应 的 Boas 定理 是 否 


仍然 成 立 ? 
事实 上 ,我 们 有 更 强 的 结论 ， 
定理 4.16 设 /(z) 是 开平 面 |z| < + oo 上 的 一 个 亚 纯 函 数 , 并 
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旦 满足 下 述 条 件 ”: 


l ____ + 
lim log T(r, f) =u lim log n(r, со) =k, 
++» logr rto logr 
. 1 
k<p, p= min{ 三 


则 必定 存在 一 条 趋向 于 oo 的 定 值 路 径 上 , 使 得 
logloglf(z)| 、 > 
oto log|z| ` 
zeL 
E. 不 失 一 般 性 ,我们 可 以 假定 (oO)1=- 1. Же, = 1-0 
= 1, 2, .-.), 则 存在 值 no, no > 3 f# n > no 时 有 


(1 + 4е,) (К+ s,)+e, —p <0, E< 


1 


К = 7220, с=2° "0 (4. 82) 


XFF3 s, (n 2 по), 存在 一 递增 序列 x (n = по, по + 1, …), 使 得 


1 


. Fr, 2 max { 天 iono 9, [ 48T(2, f) J mo }, 


Htr > r, W, # 


T(r,f) 2 re, 


1) 在 更 加 精确 的 条 件 下 , W. Hayman 证 明 со 一 定 是 一 个 渐 近 值 .参见 [2tg]. 
2) 当 /(z] 是 整 函数 且 无 零点 时 ,这 个 估计 是 准确 的 .参见 [Sa]. | 
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М(1,/) + n(r, oo)logr < rk tn 


1— 2к2%+10 .rd tden) (kten) ten—p 之 — (4.83) 


我 们 定义 序列 m,(n > по) 1А, (т> т, ), 使 得 有 


1+8 _ 
Rm, = "ау Rm1 = KR,  n-1, т = Mp 


К+, = Кі", m = m, + 1, т„ + 2, e, Mati T 1, la. 84) 


Rao = 9, R, 之 rn n= п, по +1, зз; mn+l> m, + 3. 


注意 到 
К+ 2 K"R, > K"R, a > KT DR ‚>. 
> KR +a > Ke totoo, 
> Кто > prte- nto tnoK 08070. 
= Кіт + т, 
则 得 
K" < Кг, п> mo (4. 85) 
我 们 再 根据 关系 式 
T(2R:, f) = Б Кр, n=no, notl, … (4.86) 


ELFI R, WA 


Ri < Rari —> + соо, n> + оо. 


1) 参见 (4. 23) 式 . 
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注意 到 


1 I 1 
H = —— Қ? "n > —— ҚР *n 2 —— r° 8а 2 sJ) 
TORS) = i Re ®- Кё" > — rk, "> T(2, Ü) 
我 们 判定 R, 2 1(n >п). 另 一 方面 还 有 
28, < Rm, n> no. ` (4.87) 


事实 上 , 若 2R, > r,, WA 


1 
Т(2К„/) > (2R,)° m, -gg Ran" (2)? %, 


1 
R, > 48 2R, > 2R’; 
ERR, < r,, 即 有 2R’ < R,.. 
用 ai 表示 jz) 的 极点 ,然后 置 


m,(2)= Baralz— a) р (z)= fu), (m, 


2 一 
ја < +2 Ri. 一 diz 


ДІ Е, (2) 0 |21 < К. REHE. 

现在 证 明 次 之 的 三 个 引 理 . 

引 理 4.7 当 reFR ,Ri ] (m, < m < m,., — 1, n 2 no) Bf, 
我 们 有 


1 
log М (ғ, Fm) > r * 


W. 首先 根据 r > R, >r, U(0)|=1# 
T(r,f) = m(r,f) + N (r, f) 


<m(r, Foj+m(r T )+ N(r,f) 
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1 
< т(?, Fa) + m(r, n) + ов оу 
= т(һ Е„) + N(R, +, f), 

我 们 得 到 


log M (r, Fm) ren (N(1, f) +n(R,.,, f)log К„,› } 


> 
> rm — ВАЗ. 


34 m = m, BÍ, # n 2 по + 1, WA 


n+1 


К+ = Күт = {K"Ritm-1}!ltm = K't1 Ra 


m+ 


2 p2 > 1+2. 
< К Кут |+, Rm, fa=1 
< K? Rm 27 22-1 < K? RG +402, 
# n = no, WA 


1+e na рін —1 11+ 
Rata = Rm10 = {К"оК„ "° 1+, 


= 政 "ro+i к! < К? ragno Кы онот! 
< К? Кы озо < К? RG то”, 
即 有 
К„,› < К2Ка +4), n > no. 
єт, + 1 < m < m+ — 2BT, # 
Rm2 = Ка +02 < К? КО +4? 


当 m = т, 一 1 时 ,有 
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Ra = К"! Rit = К"*! Ки, 
< КЕ2т+1 ВО" < K2 КО +42, 
于 是 我 们 判定 
log M (r, Fp) > 1-%m— Ktm р а HAE ikt ey) 
кена + Aen) (k +) 


> Роп 一 


= remn{ 1 — Keta а аена ү, 
再 注意 到 (4. 83) 式 , 则 引 理 4. 7 得 证 . 


引 理 48 БЖИ ЖК, <|2|< Rm m < m, 1 
n> по) 中 存在 一 点 zm+ 1， 使 得 


та 


log | F, (2+1) | 2 212117" (4. 88) 
则 有 
1 А-г 
log | Futi (2+1) 12 12911 n, 
证 . 首先 根据 等 式 
Пт (2) = Rmt (z— а) А Ra+s — üz 
П „+1 (2) la <К +2 RŽ+2 一 22 R,. (Z — а) 
RA, 一 GZ 
x — ) 
Ща. R, +3 (2 — ai) 
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我 们 导出 


Hm (z) 2К,„ +з 
Іор | 一 一 一 一 -| <n (А3, ос )10, a 
S 万。 (2) (R. сс ов 
|z] < К„,,. 


` m, < m < m+ – 2 (n 2 по) 时 ,根据 (4.85) 式 有 
Rm+2 — Кы, = Кы, (Rasi — 1) > R, (R I — 1) 
> R, (Кї"*— 1) > 2; 
当 m =m, 一 1 时 ,根据 (4. 85) 式 有 


Rntz— Кы, = Е. (К —1) > 2. 


于 是 我 们 判定 
log ey <n (Rm3, © ) logR,+3 S Къ, 
|z| < Rm+1- (4. 89) 
注意 到 
了 w+l(z) 


F, + 1 (z) =f(z)IL, +1 (z) = Е, (2): 


П „ (z) 
则 根据 (4. 88 ) 和 (4. 89 ) 式 ,我 们 得 到 


1 _ 
> [2+1 [2% < log IF, (2+1) 1 
П, (z) 


= log | Fm Zm + log | 一 一 一 一 一 
Р | +1 ( +1) 5 Пын (2) 


< log |F,,+1 (2+1) | 十 кч, 
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即 有 


1 _ ktep 
log | Е, (2=+1) | Z [2+1 в — Ramia 


28 | 


1 ~- 
2 |zm+li2 fi Ко 


2 
Ут = my 时 ,车 nn 之 по + 1, 则 根据 (4.84) 和 (4. 85) 式 有 


)2 


(十 
Rm43 — rao! SK? RY +1 + 201 ten 


2 р(1 +4 „)?. 
<K2 КО Iw; 


En = no, 则 有 


(1 teng? 
Rm+3 = w | 


акы)? 
< [к . кто куса} 


<K? Rü +40)?, 
即 有 
Rm+3 <K2 RY tan, n 2 По. 
Мт, + | < m < т, 一 3 时 ,有 
. Кыз = RY ts) < RY +," 
当 m = Mati — 2 时 ,根据 (4. 84) 和 {4.85) 式 有 


— Ln+1 ROE? 2e . Rü +s, 
К„ ъз = К" Rm п < КК к п 
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3 
SKRY +4. 


当 m 二 m+1 一 1 时 ,根据 (4. 84) 和 (4.85) 式 有 


КЕ iten+1 
Rass KR 


=K"+2 RG +e а +en4 1) 
2 3 
єк? Ršanea КО +5020 Ж t) LK? Ra +4? 
于 是 我 们 判定 


1 _ 
log | Ё, +1 (2+1) | 2 > |2м+1]° fn 


{1— к? 1 RU +4en) (ktep ten P }. 


再 注意 到 (4. 83) 式 , 则 引 理 4.8 得 证 . 
HERH R, _, < |z| < R, (m, + 1 < m < m,, и> по) Ф 


在 一 点 zw 使 得 Iog1Fu(zn]1> 寺 zul?-. 因为 Fu(z) 的 导 

数 Fx(z) 在 加 |z| < R.,, 内 至 多 有 有 限 个 零点 ,所 以 在 区 
1 

ЛЕЗА ИА ma, 使 得 F(z) 在 


1z| < К„,, 内 的 等 位 线 log |F,(z) | = 4m 上 无 零点 , 即 等 位 线 是 
解析 的 .考虑 集合 


D (Am) =E { z|log |F, (2) | > Am 121 < К„,, }. 


记 D (Am) 位 在 圆 1z| < R。+1 内 部 分 且 含 有 点 z 的 连通 分 支 
为 Dn (А), WI D, (Am) 的 边界 为 逐 段 解析 曲线 . 闭 包 PD, (Am) 相对 
于 闭 平面 |z| < oo 的 补 集 分 支 仅 有 有 限 个 . 记 圆 周 1z| = К„,, 位 
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ED (An) 内 部 分 且 是 Dn (Am) 的 边界 的 弧 段 为 9。, 圆周 |z| =г(г 
< Rari ) ZE Dm (Amn) 内 部 分 的 弧 段 为 .10(!) E 0, (t < R,,, ) 
的 线性 测度 .根据 (4. 82) 和 (4. 8$ ) 式 我 们 有 


Rati > RA n = R, Ко > R, Ке +, >К? · R, 


>KR, > 20R,. 


1 
于 是 OR m < > Кт+1. 


B| 理 4.9 щт, +1<т<т,,, – (п >2по) H, ХЕ E 
Ж тах {ojzml, Rm} < |z| < R, Р (34 2 |z,,| < А, В, ПЗЕ 
假设 在 区 间 [o |2„[, Ra] 中 不 存在 值 t, 使 得 圆周 |z | = 上 整个 地 位 
E Dm (Am) 内 ) 存在 点 zm+1, 使 得 


1 _ 
log | Fms 1 (2 +1)1 2 £ 12а +11" m, 


间 时 在 D, ( An) РЕ ЖЕН m 20, 的 连续 曲线 也。 使 得 
4 ZELm 时 ,有 


1 
之 一 一 сеп, 
log Е, (2) | 2— 12.1 


另外 , 当 |z, | < R,, В, ХЕ mal < 121 < Rari 中 不 存在 
圆周 |z| = t 整 个 地 位 在 Dn+1 (Am+1) 内 . 

Ш. 我 们 区 分 两 种 情况 讨论 : 

(1) 在 圆 环 c |z,| < |2] < В„,, 中 ,存在 圆周 1z| = :整个 地 位 
在 Du( А„) 内 . 置 | 


Т = sup (t| |z| =t € D,(A,),t < Rat }, 


1) Җа 可 能 位 在 De。(4。) 的 边界 上 . 
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则 有 

max { g |z, |, Rm} < T< Кы. 
取 点 zm+1, Zma l = T, 9 

log [Е„(2+1) | = 10р М (T, Fa): 
注意 到 |zm+1| > Rn > R, 2 v, 根据 引 理 4. 7, 我 们 有 


1 _ 
log |Fn (2+1) | 2 12+11* “n (4. 90) 


再 根据 引 理 4. 8, 我 们 判定 
1 
log Ен + (2+1) | >+ | zwm+ |". 


注意 到 


1 . 
£ lz, | > с |21)?" 


16 Te Í 


> o "|z |P ро[е, 
16 8 
IF,(2)1 > [Fas (2)1, 
则 当 |z + Í < Ri 时 必 有 
Dm+i (Ami) Q (Il < Rms) € Dml An) 


即 在 区 间 [ |z, 1. К„,, РВЕ ESA |z | = 上 整个 
地 位 在 Di (4„+:) 内 . 
95 11, Wa (4. 90) 式 ,我 们 有 


1 _ 
1ор [Е (2+3) | 2 5 [2+1 | a 
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再 根据 log | Falz) | 的 连续 性 ,我们 可 以 得 到 一 个 以 z+; 为 心 的 小 
俩 C, 使 得 在 C 内 有 iog | F,(z])] > А. 根据 T 的 定义 , ЕИ |z] 
< Ri 内 必定 存在 圆周 1z| = 1 整个 地 位 在 PD, (An) 内 , 同时 与 
ШС 的 内 部 相交 .我 们 取 一 个 交点 z'. 根据 连通 性 , 在 D, An) 内 存 
在 一 条 连接 z, 和 z’ 的 连续 曲线 LL', 然后 我 们 再 用 直线 段 L”“ 连接 
AZ Mmi FEL, = Lm 二 上 m 即 是 一 条 连接 zs 和 z,11 的 连续 
曲线 ,并 且 当 zeEzL ,时 有 


1 
log IF,(z)| > Am > 6 lmls 


BPS 4. 9 得 证 . | 

(2) ARAR o [Zm] < |2| < К„,, 中 ,不 存在 圆周 [z] = 上 整个 地 
位 在 Du (А„) 内 .应 用 定理 3.1, 我 们 可 以 判定 在 90, 上 存在 一 
点 zm+1 使 得 


1 
log |E nC Zma) | 之 了 了 [2+1 |° m. 


否则 应 有 


— [ктт dt 1 _ 
log|F,(z) | < hn+9V3 е-*Ї онт Өй Ri， 


1 — #4Rm+1_d ] -e 
VR 


注意 到 0(t) < 2x, 则 得 


1 Zm +-—{р +г„) 
Еа -Rasa 


m+1 
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1 lzm үе ( =” 让 

+у_!°т!_ < 9oš 

8 <90 =. | К„ +1 
_ 2 - 2 

= 90t R, " < 90? К", 
再 根据 (4. 85) 式 , 我们 判定 

1 nti 
9 <99 К Зн < 90оїК 3. 


进一步 注意 到 (4. 82 ) 式 , 即 可 导出 矛盾 . 
根据 引 理 4. 8, 我 们 有 


1 _ 
Іов (Р, , (2+1) | z [Zm l2 


同时 根据 连通 性 , 在 D, (4,) 内 存在 一 条 连接 点 z, 和 z,;1 的 连续 曲 
#8 L m WHAE Ln BA 


1 
log | Fn (2) | >A,> -g 121° n 


即 引 理 4. 9 得 证 . 

31384.10 “4 m=m,,, (n>n) 时 , Æ Ж max ío |z, |, Rm} 
<|z|<R,,, PÒ #o|z,| <R, 时 , 我 们 补充 假设 在 区 
Їн] [ |z, |, R, J 中 不 存在 值 1, 使 得 圆周 |z| =t 整 个 地 位 在 D,,( А„) 
内 ) 存 在 点 me 使 得 


1 _ 
log|F,, (2+1) | >+ | zw+ 19 n. 


同时 在 Du。(4w) 内 存在 一 条 连接 点 zw 和 zw+i 的 连续 曲线 Lm 使 得 
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当 ze 时 ,有 
log | F >- 2—2 
в | „Н(2) = 16 [zm | . 


ЯК, |2,11 <А, В, ERR miil < |z| S Rar Р Ж ЕШ 
周 |z| =t EAH 9 fE Б, (Аа). 

证 . 我 们 区 分 两 种 情况 讨论 : 

(1) 在 圆 环 olz,| 志 1z| <К„,, 中 存在 圆周 1z| = 上 整个 地 位 
# D, (A,) 内 .我 们 作 类 似 于 引 理 4.9 情况 (1) 的 证 明 , 只 须 注意 到 此 
处 的 点 zw+: A |z; l > Rn ,>m+i 于 是 代替 (4. 90) 式 ,我 们 得 到 


1 
Іор | F, (zm+1) | > [2+1 |” ta 


(EAR |m) < [21 <К„,, 中 不 存在 圆周 |z|1= 上 整个 地 位 
在 D(A4) 内 .应 用 定理 3.1, 我 们 可 以 判定 在 9 上 存在 一 点 z+1， 
使 得 


log | F,,(z,+ i )|2 > |2112 +1. 
否则 应 有 


1 PTE 1 p гн + |2, | £ P °y +1 
g 15! "< lm] + 9а = К; 3 . 


m+1 


1 _+- 
-p+ P-t 
g < 97*12,|* pten ДР © +1 
-p+ 242 
< 90+ Кі? Рат 


< 9с Ra R, ti 


379. 


进一步 根据 {4.84) 和 (4. 82) 式 ,我 们 判定 


1 1 1 
— < iK-l—os —, 
g $ 0 72а < 8 


即 得 到 矛盾 .以 下 作 类 似 于 引 理 49 情 况 (2) 的 证 明 , 即 可 判定 引 


理 4. 10 У. 


现在 ,我 们 完成 定理 4. 16 的 证 明 . 首 先 取 点 z1, |2,1 = R 4818 


log| F, (z, ) | =logM (R,, Fi). 


然后 重复 应 用 引 理 4.9 和 引 理 4. 10, 我 们 依次 得 到 点 序列 zw(m 
二 1, 2,… ) ЕЛУ L (m=1,2, ...). т, +1<т<т, 1 


(n 之 no 二 1) 和 zeL, 时 有 


1 pe 
log | f(z) | > 108 |Fm(z) | > рс 121 а, [Zm l > К„_,, 
|z| < Rn +1. 
另 一 方面 ,根据 (4. 86) 和 (4.87) 式 有 


log M (R;, Fn) < 3m(2R,, Fm) < 3T(2R,, f) 


1 s- 1 
= В |2 |? < log | F . 
1 К ig Lam| og |F,(z)| 


于 是 我 们 判定 |z| 2 R. 
注意 到 当 |z| < |z,| 时 ,有 


1 1 
> —— 万 一 Er > рР—(5р+ Den, 
log| f(z) 12 -g 121 rg 121 
以 及 当 |z|> |z, |F, 有 


1 рте Rm- P ën 
pea l> ag (а), 


m+1 
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进 -… 步 当 抽 二 m+1 时 ,根据 (4.84) 和 (4. 85) 式 有 
Кър = ={K"R, "7 1} l ten= ККИ tn- да+) 
< K2R2n tR tawa tn < к°к, 


即 有 


Rma Y 1 P—En 
К+! “А к?к”, 


1 1 1 


> K? R° 


> > . 
° Ra Pir KY |z, | 57% Kš |z |5 


4 m, +2<т<т, у 1 时 ,有 


Rm-1ı ‚=. 1 | 
Rm+i |z | 3% 


Щщ т=т„+ у 时 ,根据 (4. 84) 和 (4. 85) 式 有 


Кыз = K"HIRL n = K+ (Rm, tm 
< Канд КО? 
1 + Sen 
< КК үза, 
即 有 
күт. 1 ү 
К+} КК Ke |2| 3?" 
于 是 我 们 判定 
log| f(z) | > ——L 1z1o-Gorbm 
š 6K? : 
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"=т 
HJ L 是 一 条 趋向 于 om 的 连续 曲线 ,并 且 当 ze 和 ma 十 1 <m 
和 mi(nzno+1) 时 ,有 


L m> 


+1 


1 
К?” 


log|f(z)|> ' |z1? De， 


再 注意 到 s, 一 0, 我 们 判定 


m loglog|f(z)| > 


Weto 108 |2| Си 
即 定理 4. 16 完全 得 证 . 
84.4. 关 于 整 函数 渐 近 路 径 的 长 度 估计 


Р. Erd5s 曾经 提出 下 述 问题 240， . 

设 f(z) 是 开平 面 |z| < + со 上 的 一 个 有 穷 级 整 函数 ,a 是 F(z) 的 
一 个 有 穷 新 近 值 .我 们 能 否 找 出 一 条 相应 于 a 的 定 值 路 径 工 , 使 得 了 
位 在 圆 |z| <r 内 部 分 L, 的 长 度 mes L,=0(r)? 

早期 , W. Hayman 曾经 对 a= co 时 的 情况 提出 过 类 似 的 问题 9 
„а= оо B}, mÆ TO, f) =O í (logr)2), 则 工 可 以 是 一 条 始 自 原 
点 z=0 的 半 直 线 , 但 是 A.Goldbetg #lA.Epeuehko 证 BB 如 
果 趋向 于 o, 则 这 个 估计 mesL,=O(r) 一 般 不 再 成 
立 [199]. 

本 节 将 给 出 mes L, 的 一 个 一 般 性 估计 .有 具体 地 , 我 们 有 下 述 结 
31430, 
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定理 4.17 设 f(z) 是 开平 面 |z1 < + oo 上 的 一 个 整 函数 , 其 级 4 
< + оо, 并 且 a 是 f(z) 的 一 个 有 穷 渐 近 值 , 则 必定 存在 一 条 连续 趋 
于 оо 的 可 求 长 的 曲线 世 , 使 得 


lim f (z) = a, 


ыы 


同时 工 位 在 园 < 1z| 和 "内 部 分 工 ,的 长 度 有 


im 2981, 0 


г + r? +y+E 


其 中 > 0. 

ш. 根据 假设 ,a 是 f(z) 的 一 个 有 穷 渐 近 值 ,所 以 在 2z 平 面 上 存 
在 一 条 连续 趋 于 oo 的 路 径 Г; 使 得 

lm /f(z) =a. 
ae 

根据 函数 的 连续 性 ,不 改变 渐 近 值 ,我 们 可 以 对 矿 作 适当 变形 ， 
使 得 具有 下 述 性 质 : 丁 是 一 条 始 自 原点 趋 于 oo 的 简单 折线 , 并且 组 
成 三 的 这 些 直 线段 的 端点 在 开平 面 |z| < + oo 内 无 凝聚 点 . 

任意 取 定 一 个 值 k > 1, 我 们 构造 序列 Rw: 


R, =K", m= 1,2, .-.. (4.91) 


于 是 二 必定 与 每 个 圆周 |z | = R, (m = 1, 2, ...) 均 有 交 , 并 且 在 图 
H |z| = К, (m >1) 上 的 交点 至 多 为 有 限 个 .于 是 全 体 交 点 构成 一 
个 可 数 集 E. 我 们 按照 下 述 方式 标记 五 中 的 每 一 点 : 当 自 原点 始 沿 
Ж TÉH оо 时 ,我 们 按照 相 过 交点 的 顺序 标记 E 中 的 点 为 z1, z2,…. 
另外 , 记 栈 位 在 回环 R. < |z] < Ri 内 部 分 为 五 . 明显 地 , 到 ,是 由 
有 限 个 折线 段 DL (j= 1, 2, -s К. k, < + co) RAR. 
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Em = max |/(2)—а|, 
ze 而 
则 当 m 一 十 oo 时 有 em 一 О. 另 一 方面 , 设 


Jf (z) = a + b,z" + b, zt + МЫМ b, + 0, п > 0. 


ТЕЛ 
_/)-а (4. 92) 


则 有 g(0) = 1, 以 及 


T(r,f) — log* |b,r*| 一 log [a| 一 log2 


1 
< T(r,g) < T(r,f) + log* — + log* |a| + log2. 


[и | 
于 是 
lim logT(rg) _, (4. 93) 
7 一 十 中 logr 
再 置 
em = max |g(z) |, 
则 有 
„<-—” (4. 94) 
Em < |b, | Ra ， ` 


TE, m> + oo A en — 0. 
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根据 (4. 93) 和 (4. 94) 式 ,必定 存在 正 整 数 mo, 使 得 m > mo 时 有 


Ate 
T(R,,g) < Rå*:, >} (4. 95) 


Em 


< 本 
Wilm = Cem 3, ] (т > то), te I, 0 < $ < 27 时 ,我 们 有 
19(0) — t > |g(0)| —t > 1 — 3, > 0. 


于 是 


nÍ R 1 < (0 К+: Y ` 
ne g) 1679 S UR, 


1 _ 1 
моу лч) = Чою) м). 


再 根据 Cartan 恒等式 ,导出 


去 |。 "(в m+ 1» Деге noer As (log 开 ) ` ! 


(a. 2 ) - 10g | < (овк)-! т(я„,»). 


进一步 根据 长 度 面积 原理 ,我 们 判定 


2em 


3em 
| т dt < 2л? Ка, ; (logK) 1 TCR 2g) =Ko 


其 中 心 (!) 表示 等 位 线 1g(z) | =t 位 在 圆 |z| < Rar 内 部 分 的 总 长 
JE. 
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记 和 中 满足 条 件 


的 值 : 集 合 为 m 则 有 
Ko 


于 是 


Т = 1, — Im 则 有 


并 且 当 te 天时 有 
I, (t) 


t Em 


р () ~、 2к, 
t >з — 2, 


[2 
>f = 1.00) 4 dt > — тез Jn, 
Jm Em 


mes J m < 


E 
mes I* > 2 


2 
<— Ko, 


I, (t) < 1222R2 ,, (log К) '!T(R,.,.g), 


m(t) <2 /3 z=R,, , (Повк) !T(R,,u 9). 


进一步 根据 (4. 95) 式 ,我 们 得 到 


m(t) < 2V3 =R,, i /(logK) ! T(R,,,,g) < 2./3 л 


x Rati 
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(logk) К 


“үз = 2,037 RutiV (logk) К+ RA 


(4. 96) 


导数 g (z) 在 贺 |z| < К„,, 上 至 多 有 有 限 个 零点 .因此 ,在 碟 
中 存在 值 6%, 使 得 在 圆 |2] < К„,, 内 部 分 的 等 位 线 |g(z)| = = E 
无 g(z) 的 零点 , 即 等 位 线 是 解析 和 可 求 长 的 .考虑 集合 


D(#)=E(z||g(z)| <, Rn < |z] < К„,,}. 


记 含有 L, = 1,2,…, k.) 的 连通 分 支 为 DuU = 1,2, …,j). BH 
显 地 , 这 ,个 连通 分 支 中 的 任何 两 个 连通 分 支 ,或 者 无 交 ,或 者 完全 
重合 .因此 , ПЕК, (к, S ka) 个 判别 的 连通 分 支 Du(j 
二 1,2,…, ka) Du 的 边界 组 成 或 为 两 个 圆周 |zl| = R, 和 |z| 
= Ru+i 上 的 弧 段 ,或 为 等 位 线 |g(z)| = z ВЈ < p, 
则 D 和 Dy 的 边界 不 能 有 交 .事实 上 , 如 果 不 然 , 即 在 等 位 
#8 1902) 1 = 上 存在 一 点 zo, 使 得 点 zo 同时 位 在 Do 和 Dj 的 边 
界 上 .因为 g (zo) 5 0, 所 以 g(z) 在 点 zo 的 一 个 邻 域内 是 单 叶 的 :于 
是 , 这 个 邻 域 被 等 位 线 |g(z) | = 以 分 成 两 部 分 , 并且 在 其 中 一 部 分 
上 有 1g(z)1 <en 而 在 另 一 部 分 上 有 1g(z) | > Z, 因此 ,我 们 判 
定 D%j 和 Dy 有 交 , 从 而 Dj 和 Dj 完全 重合 .但 是 , Dj 和 Dj EA 
别 的 .所 以 我 们 得 到 一 个 矛盾 .另外 , 记 E 和 Dj 的 边界 的 交 为 点 集 
ФЕ. 则 EE 中 的 每 一 个 点 必定 均 属于 Dw 的 同一 个 边界 分 支 .事实 
E, 如 果 不 然 , 假设 在 Ey th, 存在 两 个 点 z 和 2z" 分 别 属 于 Dj 的 两 
个 不 同 的 边界 分 支 C' 和 C”n 我 们 任意 考虑 一 个 分 支 , 警 如 C' 因 
为 D 是 有 界 域 ,所 以 С' 是 一 条 闭 围 线 ,从 而 C’ 分割 z 平 面 为 两 部 分 . 
记 有 界 部 分 为 Di, ARRIA D, MEA Z= 0 必定 不 能 位 在 D1， 
内 .否则 根据 最 大 模 原理 应 有 


1 = {9(0) [< En < 38, < 1, 
于 是 我 们 得 到 一 个 矛盾 .因此 ,D1 必定 完全 位 在 圆 环 Re。 < |z | 
< Rani 内 . 另 一 方面 , 点 z 位 在 圆周 |z| = К„ 或 |z|= К„,, 上 ,并 


HEA A? 在 自己 内 部 的 一 段 圆周 弧 属 于 C', 所 以 Dn 必定 整个 地 
位 在 D1 内 .事实 上 , 如果 不 然 , 则 z’ 不 能 成 为 Dj 的 边界 点 .明显 
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地 ,C" 位 在 Di 内 .于 是 z” 位 在 Di 内 , 从 而 位 在 圆 环 R, < |z| 
< Ri; 内 .但 是 2 只 能 位 在 圆周 |z| = Ru 或 1z| = К„,, E, JA Ti St 
EFE. 

现在 , 我 们 考虑 集合 D= {Dajm = m + 1, m + 2, .-.;j = 1, 
2 kiy. 首先 在 中 取 一 点 zi0, 使 得 zi 是 二 与 圆周 |z| = К, 的 
最 后 一 个 交点 ,明显 地 ,本 介 在 两 点 zi 和 zi +1 间 的 折线 部 分 必定 属 
于 DD 中 的 一 个 域 Di. RES D, 的 边界 的 交 为 点 集合 El, 和 Ei 中 的 
点 的 最 大 标号 为 ii, 二 >i+1 注意 到 zi 和 zi 属于 Di 的 同一 个 边 
界 分 支 ,所 以 存在 边界 曲线 工 : 连接 点 zi Azp AEL, ЕЖЕ ВИНТ 
和 可 求 长 曲线 .然后 ,我 们 考虑 丁 介 在 两 点 zi 和 zi +1 间 的 折线 部 
分 ,类似 地 , 可 以 确定 D 中 的 一 个 域 D; 和 EE 中 的 一 个 子 集合 E,. 
RE, 中 点 的 最 大 标号 为 ja, i 之 i 十 1, 连接 z, 和 zi 的 一 段 边 界 曲 
RA La 如 此 继续 ,我 们 得 到 一 个 曲线 序列 工 1, L, …. 
置 


ML L 是 一 条 连续 趋向 于 со 的 可 求 长 曲线 .现在 , 当 r > К, 时 ,我 们 
估计 mes L, 首先 存 在 一 个 正 整数 mi, 使 得 


К, <r S Rati 


于 是 


mes L, < mes к, ,i 
1 


< 5 {4n(Rm + Rm31) + (е) }. 
m= mo 
进一步 根据 (4.96) 式 ,我 们 有 


m 
mesL,< 2 {4n(Rm + R,,,) 


=mgo 
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+ 2/3 лК„, Q (logK) КАКА }. 


再 根据 (4. 91) 和 (4.95) 式 ,导出 


тү 
mesL,< У {4x(1+ К) 


т то 


СЕ 1.256 =i ROE 
+ 24/3 яК!* - /(logK) YRA . 


注意 到 


则 得 


A +e — 
mes L, <4r{1+K+ KI+ 7 |/(1ов K) 1 } 


Ate to 1 m 
x R у | 一 一 到 二 


т= 0 Кїї 5 


Ак: — i 
<4n{1+ K+K"? J(lgK) ) 


Ate 

А+ кї? 

x Къ 2 o: АЖЕ 
к‘ > — 1 


àite —— үс 
<4n{1+K+K t 2 V Чор К) ‚у 


Е 
i+ À+te 
-K 2 rt 2 
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于 是 


最 后 ,我 们 证 明 
lim f(z)= a. (4. 97) 
эд?” 
事实 上 , 若 用 区 表示 工 {7 ТЕЦ К, < |z | < К, 内 的 部 分 , 则 有 
тах |9(2) [< е < 3, 


再 根据 (4. 92 ) 和 (4. 94) 式 ,我 们 判定 


тах |/(2) —a| < |5„]К».,, max |д(2)| 


z € Lm 


< [bn] Ra 3 = 3К”є,. 


ёв 
Ib,| R; 
注意 到 mm 一 + oo 时 有 sm 一 0. 于 是 (4. 97) 式 成 立 , 即 定理 4. 17 得 
证 . 
定理 4.18 设 /(z) 是 开平 面 |z| < + оо 上 的 一 个 超越 整 函数 ， 
其 级 4 < + оо, 则 必定 存在 一 条 连续 趋 于 со 的 可 求 长 曲线 L, 使 得 


1 

шп Jogira) = + co, 
Ыз ғо loglz| 

zeL 


同时 对 位 在 圆 1z| < r 内 部 分 工 ,的 长 度 有 
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ЕФ ғ > 0. 
证 . 首先 根据 定理 4. 14, 置 其 中 的 v(r) = logr, 则 存在 一 条 连 
续 趋 于 co 的 曲线 Г, 使 得 


р Pere) _ 


+ ою. 
а» +оо 108 |2 | 
zer 


根据 函数 的 连续 性 ,我 们 可 以 要 求 是 一 条 始 自 原点 z = 0 #5 + со 
的 简单 折线 ,并 且 组 成 了 的 这 些 线段 的 端点 在 开平 面 1z1< + oo 内 
无 凝聚 点 . 

任意 取 定 一 个 值 天 , K > 1, 我们 构造 序列 及 we 


= К", m = 1, 2, Tete (4. 98) 


于 是 太 与 每 个 圆周 |}z| = К„(т > 1 ) 的 交点 至 多 为 有 限 个 . 记 全 体 交 
点 为 E. 以 下 , 完全 同 于 定理 4. 17 的 证 明 , 我 们 标记 点 集 E 中 的 点 
为 z1, z2,-…， 并 且 用 相同 的 方式 定义 志和 TG = 1, 2,…, k. k, 
< +0). Ë. 


А = min { 


те Ба log|z| 
则 当 m 一 + co ЖЭ A, + оо. 另 一 方面 , 设 


J(z)= б: + Б, z"*l + ..., b, # 0, n>0. 


作 变 换 
_ f(z) 
gz) = роя (4. 99) 
则 有 9g(0) = 1 以 及 
Jim Јов T(r,g)- =). (4. 100) 


r + logr 


再 置 


1 . 
А = min аша), 
ze Im Іор |2| 


则 有 
b 
A, 一 下 一 юв, [6,21], 
А > | ов tm (4. 101) 
"la п 18101 рр. 
" log Ri " 


T AE 28 m — + oo 时 , ЖА, + oo. 根据 (4. 100) Я (4. 101) 式 ,对 于 
任意 取 定 的 数 > 0, 必定 存在 正 整数 mo, 使 得 当 m > m, 时 ,有 


T(R,,g) < КА, КА" > 4. 


iln = | FRE А |(m > mo) 类似 于 定理 4 1 证明 中 的 


讨论 ,我们 可 以 判定 在 1 中 存在 值 4%, 使 得 导数 g (2) 在 
|z| < Rmt 内 部 分 的 等 位 线 1g(z)| = 4% 上 无 零点 ,并 且 位 在 
A |z| < R ;内 部 分 的 等 位 线 的 总 长 度 


In(A%) < 2/2 ReariV (logK) T Ete RAYA . (4. 102) 
考虑 集合 
р(А„) = Е{2|19(2)1> Am R, < |z| < К„,,}. 
记 含 有 (j = 1, 2, с, km) 的 连通 分 支 为 Di (j= 1, 2, КЕ К )- 在 
这 各个 连通 分 支 中 ,存在 着 各 (K, < km) 个 判别 的 连通 分 支 Da () 
一 1, 2, ets ka), 并 且 D 的 边界 组 成 或 为 两 个 圆周 |z| = R,, 和 |z] 


= R,,+1 Ей В, 或 为 等 位 线 |g(z)| = Ау 的 一 部 分 ， 以 及 两 个 判 
别 的 连通 分 支 Dj 和 Dj (j # ]') 的 边界 不 能 有 交 . 另 外 , 记 E 和 Ds 


的 边界 的 交 为 点 集合 Enp 则 Emj(j = 1 2,…. 局 ,) 中 的 每 一 个 点 必定 
均 属 于 Dj 的 同一 个 边界 分 支 ,但 可 能 有 且 至 多 有 一 个 点 集合 例 
外 .事实 上 , 如 果 存 在 一 个 点 集合 E, (1 <j < ka), 使 得 Ej 中 的 两 
个 点 z* 和 zz 分 别 属于 Dj 的 两 个 不 同 的 边界 分 支 C' ЖП C”, 则 我 们 可 
以 判定 C ЯП C” ЕВ К, < |z| < Re+i 内 界 曾 一 个 环形 域 , 并且 原 
点 z = 0 和 无 穷 远 点 分 别 属于 这 个 环形 域 的 两 个 不 同 的 补 集 分 支 . 首 
先 考虑 C'.C 是 一 条 闭 围 线 , 分 割 z 平 面 为 有 界 部 分 D4 和 无 界 部 
分 D2. D1 必定 含有 原点 z = 0, 否则 类 似 于 定理 4. 17 证 明 中 的 讨论 ， 
可 以 判定 z 必定 位 在 圆 环 Re < |2] < К, 内 ,从 而 导 至 矛盾 . 同 
Яй, С" ЭШЕН RR D1 也 必定 含有 原点 z = 0. FE, CACC RR 
的 环形 域 具有 所 述 性 质 .其 次 ,我 们 注意 到 z 和 2 必定 分 别 位 在 两 个 
圆周 |z| = К, 和 |z| = Rn+1 上 ,并 且 在 Dj 上 存在 一 条 连接 这 两 个 
点 的 曲线 C. 现在 ,我 们 可 以 证 明 不 能 存在 另外 集合 杞 ji (у e p), 使 
得 Emy 中 的 点 分 别 属于 Dap 的 不 同 边界 分 支 .否则 , 相应 于 Eny 的 环 
形 域 必定 和 C 有 交 , 于 是 Do 和 Dj, 有 交 , 因而 完全 重合 .但 是 D, 
和 Dj, 是 判别 的 ,于 是 我 们 导出 矛盾 ， 

考虑 集合 D = {Б„,|т = 1,2,… = 1,2,…, К). 首先 在 E 中 
取 一 点 zio, 使 得 xie 是 秘 和 圆周 z| = R, 的 最 后 一 个 交点 .明显 
H, TAPPA zio 和 zio+1 间 的 折线 部 分 必定 属于 九 中 的 一 个 域 Pi . 
设 已 与 Dio 的 边界 的 交 为 点 集合 Ei, 和 记 E 中 点 的 最 大 标号 
Жї > io + 1. 如 果 io 和 i 属于 Di 的 同一 边界 分 支 , 则 存在 一 自 
边界 曲线 工 , 连接 Zi。 和 Di, 同时 二: 是 逐 段 解析 可 求 长 的 .如 果 zi 
和 zi 分 别 属于 Dio ТАЖ С, ЖШС, 则 根据 上 述 讨论 ， 
在 Ci 上 存在 一 点 2 使 得 argz = argz; - 用 直线 C 连接 z 和 zi 点 ， 
若 C 交 于 Di 的 补 集 , 则 C 位 在 补 集 内 部 分 用 Di 的 边界 曲线 到 
代 . 如 是 我 们 也 可 以 得 到 一 条 连接 z 和 zi 的 可 求 长 曲线 工 ;. 然后 ， 
我 们 考虑 ГЕ, 和 zi +1 间 的 折线 部 分 . 作 类 似 酌 讨论 ,我 们 可 以 
得 到 一 条 连接 点 zi 和 zi ( > iy + 1) 的 可 求 长 曲线 工 ,. 如 此 继续 ， 
我 们 得 到 一 个 曲线 序列 上 ,上 L,, …. E 

· 393. 


к=, 
i=l 
NL 是 一 条 连续 趋 于 со 的 可 求 长 曲线 .现在 , 当 r > К„ 时 , 我们 估 
imes L. 首先 存在 一 个 正 整 数 mi, 使 得 
Rm, <г< Rmt 
于 是 


"| 


mes L, < mes куу S y {4n (R, + R,, +) 
+Rm+i +I,(AL)1. ° 
进一步 根据 {4. 98) 和 (4. 102) 式 ,我 们 有 | 


mesL,<  {4т+ (4л + 1)K 


т= то ， 
— a 
十 2/2 xKtit: /(logK) '} RIZ. 


注意 到 


则 得 


mesL, < {4л + (4r + 1) K+ 2./2 n К+! 


2 


一 一 -一 一 A+e 1 m 
1 -1 Rir 5 +e р 
х /( ogK) } 1 (сав) 


м = 0 
< {4л + (4r + 1) K+ 2/2 пК^*! + 
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х /(logK) !} 六 2 
于 是 
нт TL -0 
rite ++, 
最 后 ,我 们 证 明 | 
im VOI L Ç, (4. 103) 


za-+w logl|z| 
zeL 


事实 上 ,车 用 上 ,表示 上 КЕИ К, < |z| < Rm+1 内 的 部 分 , 则 有 


min |g (z) | > де > L да", (4. 104) 
zeELm 4 
再 根据 (4. 99) 和 (4. 104) 式 ,我 们 判定 
min |f(z) | > —|b,| ВА=*". 
Z € Lyn 4 
于 是 当 zELnm 时 ,有 


I) 2 Б, 1214" "|| di 


Iz] 


1 1 A'mtn 
> A'mtn 
-g lb] 1 (+) ， 


15,1 , log 
f+ (A +m) (1- Тор; r) ов |2}. 


Е Ж 9] т + оо В, AA, — +оо 3 JE (4. 103) AR sy, Вр ZE 


Јов |/ (z) | > log—— 
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理 4. 18 得 证 . 

从 定理 4.17 和 定理 4. 18 的 证 明 中 ,我们 可 以 看 出 ,如 果 知 道 了 
函数 /(z) 沿 着 一 条 渐 近 路 径 本 趋 近 于 渐 近 值 a (有 穷 或 否 ) 的 速度 ， 
则 一 般 地 总 可 以 求 得 一 条 可 求 长 的 渐 近 路 径 志 , 使 得 L ЯП Ге ХАН 
同 的 浙 近 值 a, AEX L, 的 长 度 mes ,可 以 给 出 估计 , BJ BFf(z) 沿 
ЖЯ L 趋 近 于 a 的 速度 得 到 "保持 ”. 因 此 ,我 们 可 以 补充 $4. 3 节 中 的 
一 些 有 关 增 长 性 的 结果 , 使 得 相应 的 渐 近 路 径 有 一 个 长 度 估计 .实际 
上 ,我们 只 是 将 定理 4. 18 作为 一 个 例子 来 说 明 上 述 事实 ， 


$4.5. 直接 超越 奇 点 
4.5.1 Ahlfors 定理 


1932 4, L. Ahlfors 证 明了 下 述 结果 :09 

定理 4.19 ¿Lw = (2) 是 开平 面 1zt < ноо 上 的 一 个 4 级 亚 
纯 函 数 ,z = p(w) 是 f(z) KHERA. olw) 的 判别 直接 超越 奇 点 
АІ, чл < ТВ, 4 0 < I< 1,34 12 ІВ, A 1 < 24. 

Ш. 当 4= +оо 时 ,定理 4. 19 显然 成 立 .因此 ,不 妨 假设 4< 
+œ. На, (i= 1,2,.,‚2<1< +0) &ф(и) 的 1! 个 判别 直接 
超越 奇 点 .于 是 , 存在 一 个 值 p > 0, 使 得 在 z 平 面 上 相应 于 a (i 
二 1,2,…,1) 的 1! 个 区 域 人 8 (i=1,2-…,l1) 互 不 相交 , 并 县 
当 ze ЮК (1 si<s I) 8, A? 


1 


1 
"у сар? 09) # а. 


1 
1) ма = cc 时 ,我 们 用 /(z) 代替 一 一 一 一 . 
Jiz) – a 
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以 及 当 ze Ti 时 ,有 


! 1 
|72) —al p’ 


其 中 Гое 你 的 有 限 边界 部 分 , 同时 是 解析 曲线 . 


我 们 在 域 2 (1< Т) 内 任 取 一 点 2 SRE E 
ro = max { 1, |z,|, Izah es |2, | }. 


ARBAA z| = t (t > ro) EE RI H b Ou W ER YE M E 
为 t0 (г). 根据 定理 3. 1, 当 r 充分 大 时 , 我们 有 


1 1 — {+ — d _ 
og———— < log— + 9./2 е7" д 0 
П) ар < 19р t 97 


х кем 3 N (121 =r), — } 


rz ——— <1овювм Í ŒN (11 = r), —1 
г) O O 1 fa 


2ro 


+ юв | o8- tr] } 


i= 1,2,...,1 (4. 105) 


进一步 应 用 引 理 3.8, 团 其 中 的 Hz) 为 ‚к 是 2r, 


__1__ 
J(z) — a; 
R'= 3r, R = 4r fl H = с, 我 们 判定 当 [21 < 2r št z€ (y) 时 有 
1 log (48е) ( i ) 

log T(z) а, <]5+ 4 | 4 7а 


log 
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< js | 88 ета) +0(1)}. 
log 


我 们 一 方面 在 区 间 [rn 2r] 中 取 值 6, 使 得 圆周 |z| = t 55 (r) 无 
交 . 另 一 方面 ， 根据 最 大 模 原 理 ,我 们 判定 logM Í g П (zl = r), 


Jog Er wamak. Ta 


ыма 01.) 
< oem{ (1 -小 产 | 


< fs 4 2L) {Т(4,/) +O(1)). 
log 


再 结合 (4. 105) <, 我们 得 到 


e dh logT(4 O(1),i=1,2,..., 1 
t0,(t) stog (4r,f) + ( ) i= „=?! 


2r0 


1 “а 
| wg SPETS) +001). 


2ro 
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则 有 


P r 
ДТ — < 9 1 9? 
> log 本 llogT(4r,f) + О(1) 


Te logT(4r,f) — log4r + O(1) 
2 log4r 


r r 
ута log ГРД 
йг э + x, 我 们 判定 I< 2, 即 有 4 之 1. 因此 当 4<1 时 ,只 能 
有 0 1<1, 从 而 定理 4.19 完 全 得 证 . 

定理 4.20 би = f(z) EREK |z| < +o 上 的 一 个 亚 纯 销 
数 , 并 二 满足 条 件 : 

(1) RAR = oliw) 具有 -一 个 直接 超越 奇 点 a. 

(2) "ta z > BP, f 
| 


тїп - = 0(1); 
0<0<2я е?) –а| 


ща = 0 К. A 
тіп |/(ге) \=0(1), 


О<Ө<2т 


则 在 = 平面 上 存在 一 条 伸展 到 oo 的 连续 曲线 了 , 使 得 当 a 关 oo 时 ,有 


- lo 
lim 19. oe TJ a „1. 
log |z| 72? 


[z] > + 
zeL 
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当 a= oo 时 ,有 


lim Іор Іов | f(z)| > I f 
ш> +» log |z| 2 


证 。 厅 失 _- 般 性 ,我 们 只 须 考虑 x = w 时 的 情况 .根据 直接 超越 奇 点 
的 定义 和 条 件 (2) ,以 及 导数 广 (z) 的 零点 和 极点 个 数 至 多 为 可 数 个 ， 
我 们 可 以 求 得 一 个 值 p,p > 0 使 得 在 z 平面 上 相应 的 区 域 Q, 具有 下 
述 性 质 ， 
1) 当 ze Q% A If) > SASO) > «о. 
2) O, 的 有 限 边界 部 分 所 是 解析 曲线 , 并 且 当 ze Г; BJ, 
1 
有 11(z)1 =È. 
р 


3) 当 上 充分 大 时 ,每 个 圆周 |2| = 上 + 均 与 7925. 

HA RE A zoe NR., Rt S zol 时 ,圆周 1z| = 上 均 交 
F D. WAR |2] = 上 位 在 Go AKIRA К Ez >8 6, , Ө, A R FE w Ж 
5 10(1). 根据 最 大 模 原 理 , 我 们 判定 M{ PN (lz | =t) f} 是 一 
个 关于 上 的 单调 增 函 数 .应 用 定理 3.1, 当 上 > 41zo| 时 ,我 们 有 


t dr 
log | /(20) | < log- + 9./2 е ы TET 
x logM {ŒN (z) = 00.7). 
1 
注意 到 | f(zo)| > 万 和 8(7) < 27 (н> ||), 则 时 出 


1 
oglog М} 2, (121 = өл) > > logt — const. 
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因此 , 只 要 取 r 适 当 大 ,一 方面 在 名 上 必定 存在 一 点 zi: Ор, 使 得 


12x13 1 1 4 1 i 
[2.1272 2 la 12 > -7 log |f(z1)| > 12112 12, 


另 一 方面 依照 关系 式 
oemf (| (12| = ú | [2, |2715 
ЕХЕ г, > 1. 


现在 ， 我 们 构造 两 个 序列 t, (n = 1, 2, ©.) FN ta (n = 1, 2, ©). я 
体 地 , в 


ti = |2\| 
1 
= 72"+12 1+ =— — п=1,2,... 
t,+1 2 t; з Š, 11 +n n I, 5 
和 依照 关系 式 


logM {{Ъ(|(|:| = 6), 7} =", n= 1,2,... 
定义 序列 必 明显 地 有 
ti<cti i > Нос (пә +оо), и> 1, п= 1, 2, :--. 
以 下 ,我 们 作 相同 于 定理 4 4 证 明 的 讨论 , 即 可 判定 定理 4. 20 成 立 . 
£ 1. 在 定理 4 20 的 假设 下 ,7(z) 的 下 级 NA> 了 
#2. 设 w= f(z) 是 开平 面 [z| < + oo 上 的 -个 亚 纯 函 数 ,其 下 
级 4< -> 并 且 /(z) 的 反 摧 数 z=p(w) 具 有 一 个 直接 超越 奇 点 a, 则 
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存在 一 单调 递增 趋 于 oo 的 序列 fm } , 使 得 


lim min |f(rme®*)|=+o% а=оо, 
| п +оо 0<6<2x 
. . 1 
lim min +o афо. 


п- +e О<6<2л | (real) 一 a| 


系 2 是 经 典 的 Wiman 定理 的 一 个 推广 . 
4.5.2。 两 个 引 理 


引 理 4.11 设 w=_f(z) 是 开平 面 1z| < + оо 上 的 一 个 亚 纯 函数 ， 
EFR u< + со, 并且 满足 条 件 : 

(1) 反 函数 z=o(w) 具 有 一 个 直接 超越 奇 点 a. 

(2) 1⁄4 a = co 时 ,有 


mi =0(1); 


ӨЛ е) а 
а= о 时 ,有 


тіп | (е) |=0(1), 


ЧЕЛЕН п, 0сп 二 ,在 z 平 面 上 存在 一 个 边界 含有 oo 点 


的 区 域 2 使 得 只 具有 下 述 性 质 ， 
(1) 当 ze ОШ, 


1 
log > |2127", /(2) #4a (азоо), 


_— 1 _ 
| 17(z) 一 4| ‚ 
log|/(z)|2 12127", 2) тоо (а=оо). 
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(2) 如 果 序 列 r,(n=1,2,…) 满 足 条 件 : 


пә + logr, 


则 对 充分 大 的 在 区 间 Сна", ] 中 存在 值 !。 使 得 


(1—n)nr 


0(t,)z K(mn, u) = 2(и+1) ` 


ЮЖ Ө(ї)Ж ТЖ Хх. ЖН Ө, ERAR |2 | =t 位 在 2 内 部 分 的 弧 段 ， 
WO (т) RR 4 的 线性 测度 . 

证 不 失 一 般 性 , 我 们 只 须 考 虑 a= oo 时 的 情况 . 作 类 似 于 定 
理 4. 20 的 证 明 , 我 们 可 以 求 得 一 个 值 p>0, 使 得 在 z 平 面 土 相 应 的 区 
域 O, 具有 下 述 性 质 ， 


1) ze Oo 时 ,有 17(z)1 > 二 和 f(z) о. 
2) OQ, 的 有 限 边界 部 分 万 是 解析 曲线 ,并 且 当 ze 已 时 ， 
1 
AIDI =T 

3) 当 上 充分 大 时 ,每 个 圆周 1z| =: 5 Л 93. 

我 们 取 一 点 zoe О, 使 得 当 !> |z lEt, MA tzl = 上 均 交 于 Г. іс 
圆周 1z| =t 位 在 О 内 的 部 分 为 go, б, 的 线性 测度 为 tgo(t), 则 类 似 
于 定理 4. 20 的 证 明 , 我 们 可 以 判定 , 当 上 >41zel 时 ,有 

loglog M{ 200121 =t), f} > logt—const, 
TE, 只 要 取 上 适当 大 ,在 0o, 上 至 少 存在 一 点 zt 使 得 


2 
< 4+1) _ Z 
назна з va 3 ) 
j | (4. 106) 


1 n 
z 2. 


211 4 
[2,1272 > 6.10817 (21) |> |2, | 
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然后 我 们 定义 序列 Rm: 


[ыла (4 107) 


n 
R .=R,1tT m=1,2, ---. 


设 在 圆周 1z| =R, (т21) EFE А z, e Ro, 使 得 


з 


Іов |702) |> [Zm] T Z. (4 108) 


明显 地 ， 在 区 同 + „тї, 2. а чына, 使 得 导 
数 广 (z) 在 等 位 线 log| f(z) | = A, 上 无 零点 , 即 等 位 线 是 解析 的 . 考 
虑 集合 


D=E{zllogl/(z)|> Am}. 


记 含 有 点 zm 的 连通 分 支 为 D, 根据 不 等 式 


1 1 


" 
— lm? ?> ; ! 
4 


1 1 ” 
А„> gal? > 


我 们 判定 Doc 9. 于 是 f(z) 在 D。, 上 全 纯 . 另 一 方面 , 根据 最 大 模 原 
理 ,我 们 判定 Du 是 一 个 无 界 域 . 记 Du 位 在 圆 1z1 <А, 内 部 分 且 合 
有 点 zm 的 连通 分 支 为 02m, 圆周 12|1=Rn+i 5 Q, 的 边界 的 交 


H 0..1, 圆周 |z| =t(t<R,.,,) {УТЕ Q, 内 部 分 为 m0m 的 线性 测 
度 为 :9,(t). 以 下 ,我 们 证 明 在 6,1 上 至 少 存在 一 点 zm+1, 使 得 


11 
5-2, 


log | (2+1) | > [2+1 


否则 ,应 用 定理 3. 1, 我们 有 


— к. 4 1 _ 
log| f(z,) | S Am +9./2 ечат" амо Ri 3 


进一步 注意 到 


1 At 了 
@„(ї) <б›(т) <2л, А,< > [2,12 2. 


和 (4. 108 ) 式 ,我 们 导出 


1 n" 1 n _ > 1-1 
2.12725 ov | Re 
К,„ +1 


"f 


" 2 4 
К2 S12|2ml| 7, Rati < TZT Rm R, < 72". 
于 是 


4 
|z, | =R, < Rm < 72". 


但 是 这 与 (4. 106) ХТА. . 
当 ze OQ, 时 ， 有 


" 


1 11 
log| f(z) 124,2 — 1212 72, Izl < Rari 


我 们 作 进 一 步 讨论 : 当 |z| < 1z,| 时 ,有 


d al т la 1 x 1. 
ов 1702) |> 121272 Га 122 121277" -y 1231272 1212 
当 1z1> |zm| 时 ,有 
1 " 
1 Aí "(í |] )2 2 
> 一 2-2 
log|f(z) |> — 121 ft) 
= үүтү: |74*4 
4 
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1 d 3, _ 1 了 
2 121274 > |22 g 11“ 
l al КД 1 
>z |z|2 "— |z ра |а", 


于 是 , 4 ze Q, B, 17е 


log|f(z)| > |z] 2 —", 


则 Qc 9 是 一 个 无 界 域 , 同时 是 它 的 一 个 边界 点 , 并 且 当 ze 0 
时 ,有 
1 
log|f(z)|>lz|2 "". 


以 下 ,我 们 证 明 引 理 4.41 的 第 二 部 分 .根据 假设 序列 r,(n 


im ECN _ 
n=+o ОВР, 


于 是 存在 一 个 正 整 数 mo, 使 得 当 n > n 时 ,有 
T(r, f) <", ÈR (4. 109) 
现在 ,我 们 证 明 , 对 于 值 n, n > no 必定 存在 值 m。 使 得 
г" < R, < Е, +1 < r, 


事实 上 , 如果 R, 满足 不 等 式 


则 有 
R = Rü t < rama + ат сат сү, 
于 是 我 们 只 须 定 义 m, = m + 1. 
现在 ,应 用 引 理 3.8, 置 其 中 的 /一 Rm ta к= в, 


— 


1 1 一 
R = К, ,和 五 = 一 一 Ri 则 当 |z| < — R, +1 和 ze(y) 时 ,有 
n 64e n" 4 n 


1 64 
log|f(z) | < |з ‚е тва. 


< j: , 198 log(64e) 


=i те r, f). 


特别 地 ， 在 区 间 | + К, +15 R m p taa. 1514 121 = R 
与 (y) 无 交 ,然后 置 z = Кее 和 利用 {4. 109) 式 ,我 们 判定 | 


окне) 1< {з RG re, n. (4.110) 


记 2 位 在 圆 1z| < R 内 部 分 且 含 有 点 zw 的 连通 分 支 为 22m 
圆周 |z|=t(t<R) E E Q, 内 部 分 为 bm gu 的 线性 测度 


5710,00). 现在 ， 我 们 证 明 在 区 同 | 2R > R | 中 至 少 存在 一 个 
ё t, 使 得 
(1 —n)nr 
Orla) 2 ту: (4. 111) 


事实 上 ,如 果 不 然 , 则 当 | >=, зк | 时 .全 有 
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(1 — n)nz: 
Pelt) ру (4. 112) 


以 下 ,我们 将 导出 矛盾 .首先 根据 定理 3.1 和 (4. 110) 式 ,我 们 有 


— +R 
iog|/(z,,) | < А„ + 9 /2 е а FR {з + SREE г 


ор 2 
再 注意 到 
1 n" 1 í3( n 
log|/(z,,.) | 之 [zm | 2 22, Am, < 5-12, | 2 2 
Ж (4. 108) 式 ,我 们 导出 
2(и +1) 


i_n A n = |z, | кї- 
| Zm, |2 s lm, l? 2 +9,/2 fa aL) 


进一步 根据 R > 下 R, a 和 |z11 < |z, | 我 们 判定 


п 


2(а+1) -—Ё+1_ 
72 < < 184/2. зга» В" a н 
п 


log2 


| Zm, 


元 log (64е): 2(и +1) 
< 18 - — = 
[2 {з + log2 үзе ”, 


2 
— T (a + 1) 
а av (++) " За, 


但 是 ,这 与 (4. 106) RHF JA. 
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根据 不 等 式 
1 
г} "< 2R,, < 2 R < mm Ө(1,) > Ort) 


和 (4. 111) 式 ,我 们 判定 引 理 4. 11 的 第 二 部 分 成 立 .于 是 引 理 4. 11 完 
全 得 证 . 

类 似 地 , 我 们 可 以 证 明 下 述 结果 : 

引 理 4.12 设 w=/f(z) 是 开平 面 |z| < + co 上 的 一 个 亚 纯 函 
数 ,其 级 1 < + co, 并 且 满 足 条 件 : 

(1) RRX: = p(w) 具 有 一 个 直接 超越 奇 点 a 

(2) Чат co 时 ,有 


Мурун (е!) — a| = O(1); 


当 a = oo 时 ,有 


min |/(re°)| = O(1). 


0<0<2x 


则 对 于 任意 取 定 的 数 六 0 < n < 二 在 :平面 上 存在 一 个 边界 含 


有 oo 点 的 区 域 2, 使 得 如 具有 下 述 性 质 : 
(1) 当 ze2 时 ,有 


log су z 1127-2, J(z) +а(а # со); 
log|/(z) |> 12127-2, f(z) ж oo (a = оо). 
(2) 存在 一 个 值 ro, 使 得 r> roit, ÆRE [r r] PEE 


- 409 · 


个 值 t, 使 得 


ви)» Km а) = 7, 


此 处 6(t) 有 下 述 意义 : 若 用 6, 表示 圆周 |z|= 上 位 在 台 内 部 分 的 弧 
Et, MO (t) 表示 9, 的 线性 测度 . 

最 后 ,我 们 指出 定理 4. 20, 引 理 4.11 和 引 理 4. 12 中 的 假设 条 
件 (2), 可 代 以 下 述 条 件 之 一 : 

(1) f(z) 具 有 一 个 亏 值 b, 并 且 b z a. 

(2) f(z) 具 有 一 个 渐 近 值 b, ЖН. b z a. 

(3) p(w) 具 有 另外 一 个 判别 于 a 的 直接 超越 奇 点 b. 

事实 上 ,在 上 述 三 个 条 件 中 ,如果 有 一 个 条 件 成 立 , 则 必 有 


ота, TO 


тіп |/(те®)|=0(1) (а=). 


О<Ө<2л 


4.5.3. 亚 纯 函数 的 零点 和 极点 分 布 与 它 的 反 函 数 的 直接 超越 奇 点 


Ahlfors 定理 说 明 亚 纯 障 数 的 级 可 以 界 轿 它 的 反 销 数 的 直接 超越 
奇 点 的 个 教 .现在 ,我 们 证 明 另 外 类 型 的 结果 . 

定理 4.21 设 w =/f(z) 是 开平 面 |z| < + oo 上 的 一 个 亚 纯 函 
$, z= olw) Eiz) È R AA ERSA) RA + co 和 存 
在 g(1 和 4< 二 co) Ж Е В ЖА(0,) (0 < 0, <0<…<0 
< 2л;0,.1 = 9, + 2л), 使 得 对 任意 数 s > 0, 有 


q 
в'я Ù 0(0, + е, os 了 1 
下 k=1 


lim = < v <— 
r— + со logr 5 2” 


z = 0, со. 
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则 p(w) 的 判别 有 穷 非 零 直接 超越 奇 点 的 个 数 1 < q. 
证 . 事实 上 ,根据 4g > 1, 我 们 只 须 考虑 1 2 时 的 情况 .于 是 根 
据 Ahlfors ЕЯ, ВЕЛ > 1. E 


w = min fO. — 0, }, 
1<k<q 


MEERES n, 


O<n< C-e, 
# THE EJF Fr, = 20 t(n = 1, 2, --). a(i = 1,2, 2 <l 
< +oo) 是 pg(w) 的 任意 1 个 判别 有 穷 非 零 直 接 超越 奇 点 , 则 存在 一 
个 数 p > 0, 使 得 在 z 平 面 上 相应 于 ai(l < i < 1) 的 区 域 ;满足 下 述 
条 件 : 

1 


N . 1 
(1) ze 化 时 ,有 TFT 一 p (с) ж a, 
(2) 人 3 的 有 限 边 界 部 分 ;是 解析 曲线 ,并 且 当 ze 成 时 


1 1 
有 a 


(3) 当 上 充分 大 时 , 圆周 |z | = 上 与 每 个 „ЖЕ. 

(4) 1 个 区 域 吵 彼 此 无 交 ， 

进一步 根据 1> 2 和 引 理 4. 12, 我 们 可 以 判定 在 z 平 面 上 存在 一 
个 相应 于 ai(1 < i gi) HAREA o 点 的 区 域 Qi с ОЬ, 使 得 Q, B 
有 下 述 性 质 ， 

(1) 当 ze 时 ,有 
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(2) 当 n 充 分 大 时 ,在 区 间 [ri г„] 中 存在 值 如 ,使 得 


(1—л)тт 


0 (tin) > k= FT) 


ЖА Ө, (t) 有 下 述 意义 : 若 用 9 表示 圆周 |z| = 上 位 在 人 ;内 部 分 的 
ОРУ, 则 t0,(t) 表示 0。 的 线性 测度 .于 是 当 Oe0,(t,) 时 ,有 


.1 
log > 12". 


1 _ 
Се?) — al 
ЕЖЕ — MMe, 


А É | 
0 < < min 4—, — р. 


8 84 
根据 假设 我 们 有 
4 
овај 000, + в, Orti — Sr), f = x} 1 
k=1 < 一 一 
im logr ` 7 < 2 | 
| X = 0, œ. 


另 一 方面 当 n 充分 大 时 , 在 g 个 区 域 Q(0, + 2e, Orti 
2617", r) (kK 二 1,2,…,4) 中 至 少 存 在 一 个 区 域 人 2(0. 
+ 2, б, — 2E: ri", r,a), 使 得 


mes Ein 2 K, , 
29 


其 中 
En = Е{2|агв2єӨ;(їһ) N [ Ө, + 2e, Okt 一 2e], |Z| = tin}. 
根据 1 BARA г" < ti < r, 我 们 判定 
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| r 6 +2(v +) + „+ 
шп (==) ов) -ta "= 0. 


于 是 , 34 n 充分 大 时 ,应 用 引 理 3. 13, 我 们 有 


1 А гі +" 6m 
log 一 一 一 > 一 一 一 一 一 一 
Hz) —a,| ° Bnlogr,+C | r, 


xt "a + оо (n— + о), 


其 中 点 fz fE ЇЇ (б + 20,00,53 —2вуз С", Fa) 内 且 在 一 些 图 (7) 
外 , о), 所 售 国 的 个 数 为 有 穷 ,其 半径 之 和 不 超过 -er Я 


#F A, B, С 是 与 n 无 关 的 常数 . 

щп 充分 大 时 ,每 个 a М Бе T — 4 É О (0, + 28, 0, +1 
— 2е;т17*, г,). 所 以 1 个 4a 分别 对 应 于 1 个 区 域 2 (Ok, + 25, бз 
一 261", r). 以 下 ,我 们 证 明 这 1! 个 区 域 彼此 不 相 重合 .事实 上 , 如 
果 不 然 . 设 k= k, = k(i = F), 则 根据 (?)) 和 (?)7 的 半径 总 和 不 超 
Мен", 我 们 判定 在 000, +25, Okri — 2er!" r.) 上 存在 点 zw 
使 得 有 


А 
log ————— > aa T 
Ё) al Втїовт„+С 
x 1 +оо (n= о), 


同时 有 


A 


1 
一 一 一 一 一 过 一 一 一 
ов) ас] Bnlogr,+ C 


43. 


3x 
x r, EHEDG- MG- -э + со (n 一 + оо), 


从 而 必 有 а=а=а. 进一步 根据 & 的 选取 , 以 及 UOC): 的 半径 
总 和 不 超过 -6 -" 我 们 可 以 在 已 ,上 取 一 点 也 和 同时 在 巨 , 上 取 一 


кз, EIF z Ж 2, 38 {УТЕ (2) UO), 外 .然后 ,我 们 用 直线 连接 蕊 
#lz к, ЯЙ CUCO) ШЫ) MIO, T ®Ж16— Ж PE г, 
A г, НОВНА L... 明显 地 , 工 , 位 在 人 (9 十 26, Ө,,, 一 26; 17", ғ.) 内 和 
M (7)i (0) 外 .于 是 当 zeL, 时 ,有 


A 


1 
lg—— > — 
Tz) — al ? Bnlogr,+ C 


Зк 
一 7 = 4 — 7) 
x r, (БОО. оо (n> + оо), 


即 有 
lim f(z) = a. 


另 一 方面 ,了 上 ,必定 同时 交 于 及 和 Г, 以 及 当 ze PU ТЕЕ, Ж 
(z) — aj =P. 


所 以 , 34 п ZOKR, 我们 导出 矛盾 ,从 而 定理 4, 21 完全 得 证 . 

定理 4.22 设 w =f/(z) 是 开平 面 |z| < + о 上 的 一 个 亚 纯 函 
数 ,z = p(w) 是 f(z) Б. ERS) 的 级 14< + со MES) 
的 Julia 方向 个 数 为 9 W] p (w ) 的 判别 直接 超越 奇 点 的 个 数 ! < q. 

Ш. 34 q = +oo 时 ,定理 4. 22 成 立 是 显然 的 . 当 ! > 1 时 ,根据 
定理 2. 15, 我 们 有 4 > 1 于 是 我 们 只 需 考虑 1[z2 和 g< + оо 时 的 
情况 . 设 A(0.) (k = 1,2,…,q) 是 f(z) 的 g 条 Julia 方 向 , 则 根据 定 
理 2. 13 和 有 限 复 盖 定 理 , 我们 可 以 判定 存在 两 个 判别 有 穷 复 数 b 
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с, 使 得 b 和 c 均 不 是 p(w) 的 直接 超越 奇 点 , 同时 对 任意 取 定 的 
а> 0, 有 


огт U PO + a br — sr)/= x) 
lim к=! =0, X = b, с. 
гэ + logr 
作 变 换 
_ f(z)-—b 
F(z}  J(z)—c › 


Ж) F (z) 的 反 函 数 具 有 1 个 判别 有 穷 非 零 直接 超越 奇 点 ,并 且 有 


q 
ов" U Q(9, + £, б, +, – &т).,Е = x} 
lim к=! 


=0, X =0, о. 
к= + logr 


于 是 根据 定理 4. 21, 我 们 判定 ! < q, 即 定理 4. 22 得 证 . 
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第 五 章 ” 整 函数 的 亏 值 
和 渐 近 值 间 的 关系 


1929 %, К. Nevanlinna 通过 对 一 些 例 子 的 考查 , 曾经 意识 到 例 
外 值 的 问题 和 渐 近 值 的 理论 有 着 内 在 的 联系 , 并 且 猜 测 亏 值 同时 是 
一 个 浙 近 值 S 习 .但 是 , O. Teichmüller 早 在 1939 年 就 否定 了 这 个 猜 
测 归 .事实 上 ,至今 已 有 许多 结果 都 说 明 R. Nevanlinna 的 这 个 猜测 
是 不 正确 的 Baii8a 

否定 了 R. Nevanlinna 的 这 个 具体 猜测 并 不 等 于 说 明 
R. Nevanlinna 关于 例外 值 和 渐 近 值 间 存在 着 内 在 联系 的 想法 也 是 不 
正确 的 .事实 上 ,本 章 将 对 一 些 重要 函数 类 建立 亏 值 个 数 和 渐 近 值 个 
数 间 的 一 般 关 系 式 .这 些 关 系 式 说 明 亏 值 和 渐 近 值 间 确实 存在 着 密 
切 的 联系 , 1 ВШ ВЕ В. Nevanlinna 关于 两 者 间 存 在 着 内 在 联系 的 想 
法 还 是 正确 的 . 


95.1. 关于 单位 贺 内 亚 纯 函数 的 
界 轩 定理 及 其 应 用 
5.1.1. REZA 
定理 5$.1 设 /(z) 是 单位 圆 1z| < 1 上 的 亚 纯 函 数 ,a, b,c 是 三 


个 复数 ,其 相互 球 距 均 大 于 山 0 < < 了 ,并且 有 


n(1,f=a) <п,п(1,/=Ь) <n,n[1,f= c) < n. 


另外 , 设 x 是 一 个 有 穷 复 数 , N > 0 是 一 个 实数 ,f(z) EA 12| < r (0 
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<t < 1) 内 满足 不 等 式 
|/(z) —a| < e`" 


的 点 集 E, 不 能 被 包含 在 半径 之 和 不 超过 2eh (h < 0.01) А0 — x Bl 
内 , 则 对 位 在 圆 jz| < r (0 <r<1) 内 并 在 (r) 外 的 点 z 有 


. 1 1 -1 
log -Az a] > 4 ов (1-7) (1-е) | 


1 
х (1—т) (1-9 гуе {тту 
1 


} + Clog (т 


x f "tos Ta 


+ рїов-- + Elog’ |а| } 


其 中 (y) 表示 一 些 圆 ,其 欧 氏 半径 之 和 不 超过 2eh 沾 数 不 超 过 3n. 另 
外 ,4(4 > 0), В, C, D, 2 是 数字 常数 ， 
证 . 设 (у) 是 相应 于 这 


n(1,f=a) + n([1,f= b) +n(1,f = с) 


А (h < 0.01) 的 伪 非 欧 除外 回 ЖИПТЕ |z | < r РУ B # 
圆 (y) 外 任意 取 一 点 zo. EER 


Z — Zo 


{ == 


1— 202' 


其 逆 变 换 为 
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则 函数 F(t) -A( r= Jem [Д1 < 1 上 亚 纯 , 并 且 有 


n(1, F =a) <п,п(1,Е=Ь) <n,n(1, F = c) < n. 


B (у) 变 为 5 平面 上 相应 除外 圆 (7)" Е ЖАС = 0є (у), Н 
ЋЕ (0) = (20). 另外 ,根据 不 等 式 


izl + [201 


|| < 一 一 一 一 一 一 ， 
1+ [201121 


我 们 判定 圆 |z| < :在 :平面 上 的 像 域 必定 含 于 圆 | <t 内 ,而 


т+г 


t= . 
1 十 Tr 


воената JE Fea JA нао аак 


BJ, (7): 在 z 平 面 上 的 相应 除外 圆 为 (7?) . 注意 到 贺 的 欧 氏 半径 不 超 
过 它 的 伪 非 欧 半径 , 所 以 根据 假设 ,在 贺 |2| 和 rz 内 并 在 圆 (?) 外 存 
在 一 点 z1€ Es, 使 得 有 

[f(z1)—al 和 ev 
设 点 zi 在 t 平 面 上 的 像 为 6, WE 位 在 图 |] «ер НЕВУ); 外 . 
另外 ,还 有 F (51) =f(z1). 


ва (i= 2 (Fe)) 是 F(t) Ж B Itl 


< 1 ы t 内 的 « 值 点 ,; 则 根据 Poisson-Jensen 公式 ,我们 导出 


- 418- 


+ у 1ор ! с 
1+t N L 
руы 
+ Уор | 
7 I+t _ 
2 (1— a;i) 


进一步 注意 到 点 tie(y)i, IFG) 一 x| = (fiz) — a| 和 em 以 及 


1+t2 - 
( 2 ) 一 261 4 
< 
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不 妨 假定 F(0) у о. 否则 ,定理 5. 1 显然 成 立 . 于 是 


因此 ,我 们 得 到 


Ng 


(ws) (25-1) 
(атр) 
тег ë КИНЕ 
二 (re 


1 
+ log———— + log* |а| + lo 2}. : 5.1 
IFO) a] g 19| g (5.1) 


< 


现在 ,我 们 信 计 7( r). 首先 ,因为 a, b,c 间 的 相互 球 距 均 大 
+ d, 所 以 我 们 不 妨 假设 ja| < Ib] < 作 变 换 


F(t)~a c-b 
F(t)—b с-а’ 


c(t) = 
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则 函数 G (С) ER jc < 1 上 亚 纯 , 并 且 有 
n(1,G=0) <n,n(1,G = 1) <n,n (1, G= о) < n. 


注意 点 t = 0E (у);. 另外 ,不 妨 假设 1G (0) 1 < 1, 否则 我 们 只 需 对 
调 a,b 的 位 置 .于 是 应 用 定理 2. 8 ,我 们 得 到 


73+! с\< 1 
4 1 3+ \2 
4 


1 2 
x f атов + ваг} 
4 
1 


其 中 4,B 是 数字 常数 ， 
另 一 方面 ,根据 等 式 


1 2 
| anioe- + as 


3 十 上 1 3 十 上 1 
< 3 一 了 
т 1 к=к) ( 4 G) + Alos-3 
2 
(2+ к-ь) <-——!—.-{Алюв-у- + Blog 7} 


C) 


+ Clog- + log |F (0) —b |, 
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3+1 1 | 1 2 
( 4 人 y {anos + Biosy} 


1 
+ Clog— + log* |F (0) |. 


再 结合 (5. 1) 式 得 到 


N < 


4 firo È 1 
| + OB irh y (1—1)? 


1 2 1 
x (anios +в) + С1ов—- +Dlog’ |“ | 


1 
+ 
+ log* |F(0) | +log FO) а] |. 


А 2 1 1 2 
入 一 一 log— +C1 
N< 12119 (рук | (1—т)? (Bn ов TC OE t ) 


1 + + 1 
+Dlog-y +Elog |x | + log [Е(б)—х| |. 
如 果 注 意 到 
т.1217 > 了 (rtl 
и 1+rr ”2 =) =r), 


F(0)=f(zo) 和 zo 是 加 |z| <r 内 且 在 圆 (7) 外 的 任意 一 点 ,以 及 (7)) 
至 多 包含 3n 个 圆 ,其 欧 氏 半径 之 和 不 超过 2ej, 则 定理 5.1 得 证 . 
考查 定理 5. 1 的 证 明 , 我 们 容易 看 出 ,如 果 f(z) 在 单位 圆 |z| 和 1 


上 有 上 界 M< +оо, 则 在 (5. 1) 式 中 ,我 们 可 以 对 u( 3 二 ,下 直接 


4 
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有 估计 


3+t 
(5, ғ) log* M . 


男 外 ,注意 点 zo 可 以 是 1z| 和 r 上 的 任意 一 点 .于 是 ,我 们 有 下 述 结果 : 

定理 5.2 设 /(z) 是 单位 圆 |z|<1 上 的 全 纯 函 数 , 并 且 有 上 
界 M< +оо. 另外 , 设 x 是 一 个 有 穷 复 数 ,N 20 是 一 实数 ,f(z) 在 
圆 |z| <T(0<rt<1) 内 满足 不 等 式 


|702) –а| <ë" 
的 点 集合 Ea 不 能 被 包含 在 半径 之 和 不 超过 2eh(h<0. 01) 的 一 些 图 
内 , 则 对 位 在 圆 |z| <r(0<r<1) 内 的 点 z 有 


[/(2)—ж|< apii log* M +log* |z | + log2) 


. | _， 
-A(log тув) а-0а-ом}, 


其 中 4>0 是 数字 常数 . 
定理 5$.3 设 /(z) 是 单位 图 |z| <1 上 的 全 纯 函 数 ,a,b 是 两 个 有 


穷 复数 ,并 且 a, b, oo 间 的 相互 球 距 大 于 d, 0<d< = 并 且 有 


n(1,f=a)<n,n(1, f=b)=<n,. 


另外 , Ша 是 一 个 有 穷 复 数 ,N >0 是 一 个 实数 ,1(z) 在 圆 1zjs<sr(0 
<T<1) 内 满足 不 等 式 


If(z)—alse™ 
的 点 集合 Es 不 能 被 包含 在 半径 之 和 不 超过 2eh (h < 0. 01) #9 — 218 
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内 , 则 对 位 在 圆 |z| <r(t<r<1) 内 的 点 z 有 


1 1: 
{/(2)—| < epf Tr [Ants 


+Blog +С1ов-- +Dlog* ja) 


1 一 了 
-a( ios {(Т<2т)(1—г)й ) а-оа-л} ， 


其 中 A, В, С, D,E (E>0) 是 数字 常数 . 
Ш. 设 (7) 是 相应 于 这 


п(1, /=а) +п(1, f=b) 


个 点 及 数 h(h<0.01) 的 伪 非 欧 除 外 网 .根据 假设 , 在 集合 Ea 上 存在 
一 点 zo0E(7). WE 


2 一 20 


¿= 


1—z “ 
其 逆 变 换 为 


+2 
1+50 ? 


лк) = /( = ува <1 上 全 纯 , 并且 有 
0 
п(1, F=a)<n;n(1, F=b) <n . 


El (y) 变 为 5 平面 上 的 相应 伪 非 欧 除 外 圆 (7), 注意 到 点 ( 
=0є(7)„ F(0) = f(zo) Ж zo e Es, ЖЖ 


F(0)=|J/(zo)] Ss!f(z) —x|+|wl|<jiu]+1. (5.2) 
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另 一 方面 ,根据 不 等 式 


[21+ [20| 


таг" 


我 们 判定 圆 |z| <+ (1+7) 在 t 平 面 上 的 像 域 必定 含 于 圆 |t| <г 
内 ,而 


FER 


F(¿)—a 


不 妨 假设 16(0)| <1. 否则 , 只 要 对 调 a,b 的 位 置 .根据 定理 2. 8, R 
们 得 到 


1+ 1 1 . 2 
1 一 |{ 一 一 1— — 
(5) 
1 1 2 
另 一 方面 ,根据 等 式 


1 


1 
(Ось pa E0. 
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我 们 导出 
1+ 1 1 十 ! 1 
——— |<T ———, Alog—, 
ul > ° к=к) | 5 c)+ log— 


1+t 1 1 2 
( УС? ) (1=D2 faniog h + Blog 1 Ë 


+ Clog 7. + log* |F(0)|. 
再 结合 (3. 2) 式 ,我 们 得 到 
I+t 1 1 2 
е) Ганев. + Blog r} 


1 
+ Clog— + log* [а | . 


进一步 注意 到 
юем( 23”, f)< iog M, F) 
1+1 


+t 

2 1+ї 
Т F}, 
1+1 ; (5 Р) 


一 一 


我 们 判定 


һ 1—ғ 


1+г 1 1 
log M| ———, f) <s ——— — 
og ( > s) [7 (атор + В Іор 
1 
+Clog-7 + log* al}. 
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1 
了 变 为 < 平面 上 的 单位 圆 |e| <1, 


2 
作 变 换 <= 2 ШЦ z] < 
1 十 7 


[Б] РА ЖС (2) =(= г) е 1 和 1 上 全 纯 , 并 且 有 上 界 М, 而 


1 1 
М = exp 4 — < Anlog—- + ВІ 
а" | п1ов-у- +Blog- 
1 
+Clos- + los" lal}. 


T 


另外 , 圆 |z| <1 变 为 < 平面 上 的 圆 |e| < R, R = Ба 


- <1, 以 及 点 集 
A Ese 变 为 < 平面 上 的 点 集合 E。, АВЕ, 不 能 被 包含 在 欧 氏 半径 之 和 


不 超过 2e 的 一 些 圆 内 ,因而 更 不 能 被 包含 在 欧 氏 半径 之 和 不 
2r 


1+г 


超过 2eh 的 一 些 圆 内 .于 是 应 用 定理 S. 2, ТЕА | &| < 
m é, 我们 有 


内 的 


1 1 2 
一 - < —T<sSaƏa — 
|Ф(ё) а|<ер{ TETE fano P + Blog a 


1 
+ С1ов—- +Р1ор* al}. 
1 


-E( og (- >x )(.- 2r J) 


1+r 


' #7 


再 注意 到 rz 和 mm 我 们 判定 对 位 在 圆 1z1 <r(t<r<1) 内 的 点 z 有 


S) -al еар) Ti (rs [Ano 


2 1 
+ Blog I + Clog г +Dlog* |a) 
-r 


1 -1 
(вв) а-оа-эм}. 
于 是 定理 5. 3 得 证 . 


5.1.2. 应 用 
作为 定理 5. 在 的 应 用 ,我 们 证 明 下 述 结果 (9 
引 理 $.1 fz) ЖО(—0,Ө)(0<@<х) БАЖ, 


并 且 满 足 条 件 : 
(1) 存 在 三 个 判别 复数 a, b, c, 使 得 a,b,c 间 的 相互 球 距 均 大 


та(о<а<--), 同时 有 


ы М n { О( —0, ,0; ғ), f = X) 


ра + logr 


< v < +o, 
X = a,b,c. 

(2) #Г(—@+є,Ө—;®Е)(0<в<0;0<К<+сю) Е 

在 一 个 点 集合 Es, 其 线性 测度 mes E> HR( A> )} 或 者 在 


{(—0+в,0—в;К,,К,)(0О<в<0;К,< R < R,) {Р ТЕ— TE 
续 统 上 , 其 直径 > HR, 并 且 当 ze Es 或 ze 上 L 时 ,有 


ISe) —a| ge ™”, 


其 中 a 是 -- 个 有 穷 复 数 ,N >0 是 一 个 实数 , 则 对 任意 到 定 的 数 
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1 > 0, RER, 充分 大 , 对 位 在 史 ( —0 + s, 0 — eR, R, ) E H (у) 
外 的 点 z 有 


! > AG. 0) 
|/(z) — ж] 


Іор? 
В(Ө)1ов-Е®- =+ C (60) 


2n 4я 
(б) ' N-D(s0 [2 ) 
R 2(У+ n) 
С һе 


ЕФ (y) 表示 一 = В, 其 欧 氏 半径 之 和 不 超过 -Ri 个 数 不 超 
viy 2(v +m 
tanne (2) e. (ж) “ Rt". 5 外 4(e6) > 0, 
ё R, А 
С(2,0) < +оо 和 D(s,0) 是 依赖 于 sg 的 常数 ,B(9) < + co {К 
赖 于 0 的 常数 . 


и. ER 
239 — RZ 
{= 
-z260 + R26 


则 2( 一 0,0) 变 为 (平面 上 的 单位 圆 |t| <1. 根据 引 
理 3.11, 我 们 判定 豆 ( 一 0 + ,0 一 &; Ri, Ry) 在 t 平 面 上 的 像 域 必 定 
AFA IC < p 内 ,而 


E R, u 
= Í| — 一 一 5.4 
р = 1. (Ск) , (5. 4) 


1 < 一 | 1+p ) 在 z 平 面 上 的 像 域 必定 含 于 亚 ( 一 0, 0; R.) 
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内 ,市 


ииз |< р], 
20 


20 / 40 + ук, Noë 
(2. ) (оё) °... 
1 


作 变 换 E = EF , 则 加 151 < 二 ( 14+p ) 变 为 5 平面 上 的 音 


1 El < 1, RieI < р 2 [Ер < т, 


2 
— ， (5. 5) 


以 及 当 |] t+ 时 ,有 


I+p 


< 1, 


|ë (2) | < 


lz’ (ё) |= |z (04° (2) 


另 一 方面 , 或 者 有 点 集合 Es 变 为 平面 上 的 点 集合 E。, W| E, tš # 
EJ || < 内 ,分 布 在 虚 轴 上 ,并 且 有 


HR < тев, | а= | 1z (2) 1146 | 
Еа E, 
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26 ж 

Hr E It R, 3+9 

Е. > ———| — — ; 
mes 2 9 (в) (х=) 


或 者 有 连续 统 工 变 为 < 平面 上 的 连续 统 世 *， 则 工 < 位 在 圆 121 <т 
内 .进而 设 直线 段 了 连接 上 上 的 两 个 点 2 Mz, HEr KRKE mes! 
等 于 也 的 直径 ,再 设 5: 和 上 是 z 和 zz 在 上 “平面 上 的 像 点 .明显 地 ， 
连接 点 < 和 ,的 直线 段 1 在 z 平 面 上 的 像 1! 是 一 条 连接 点 z A z, 的 
曲线 .于 是 我 们 有 


НК, < ев! < | [42 | - | jz (4) 114 
t l 
26 x 
< 29_ (=) К, ) в теѕ І 
зол P R, 2 š 


Нл £ 1+26 R, 3+9 
L> (8. | 
тез -zg (ж) (是 ) 


ПЗЕ ЕЖ ВЈ L; 的 直径 > mes 1, 和 取 


20 x 
1 ле [е ү В, \3 в 
k= ge 40 (ж) ( К, ) ' (6 
则 判定 E. 或 上 :不 能 被 包含 在 欧 氏 半径 之 和 不 超过 2eh 的 一 些 圆 内 . 


EF (E) =/(2(6(8))), 则 F (¿) EPA či < 1 上 亚 纯 ,并 
且 根 据 条 件 (1), 对 生意 取 定 的 数 ; > 0, 只 要 Ri 充分 大 我 们 就 有 


n(l,F=X)<n, X = a,b,c, 
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2@ 

80 vty R 2(v +m 

пев" = (FY (z) Rytn. (5.7) 
` м! 


应 用 定理 4. 1, 我 们 判定 对 位 在 圆 | ¿| < AHER (y) IA EA 
log+— 1 —_ > (туар) (1-т)?м 
| Е(2) — «| (1—т)?Л 
1 1 1 
+ Dlog + Elog' lal | (5.8) 
其 中 (y) :表示 一 些 圆 ,其 欧 氏 半径 之 和 不 超过 2eh, 个 数 不 超过 Зп. 
以 下 ,我 们 证 明 圆 (y): 在 z 平 面 上 的 像 集合 必定 能 被 包含 在 一 


= (y) 内 ,而 (у) 的 网 氏 半 径 之 和 不 超过 -aRi，(y) 含有 国 的 个 


数 不 超 过 3n. 事实 上 , 我 们 任意 考虑 (у), 中 的 一 个 圆 大 :1 一 eol 
<o. D,E: FHERR T, Eo 的 映像 为 点 zo, 则 在 了 上 存在 一 
点 z', 使 得 以 点 zo 为 心 , 以 连接 点 zo。 和 2z' 的 直线 段 了 上 为 半径 作 的 
Bj 三 包含 了 在 自己 的 内 部 . 设 z 在 < 平面 上 的 像 点 为 纪 . 明显 地 连 
接点 so 和 的 直线 段 记 在 = 平面 上 的 映像 为 一 条 连接 点 zo 和 2z 的 曲 
RI 于 是 我 们 有 


mest Га = | Iz’ (2) 14Е| 
2 


в 
40 (40 үзүк үг 
Хд сЕ К, б. 


因此 , 车 记 全 体 { D) 23 (y), MJ (y) 的 欧 氏 半径 之 和 不 超 
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l 
过 ERI ,含有 圆 的 个 数 不 超过 Зп. 


最 后 , 根据 (5.4)-(5.8) 式 ,我 们 判定 当 点 z 位 在 而 ( -8 +e, 
0 一 es;Ri ,Ra) KAER (7) 外 时 有 (5.3) 式 .于 是 引 理 5. 1 得 证 . 

类 似 地 ,应 用 定理 5. 3 , 我们 可 以 证 明 下 述 结果 : 

315.2 设 /(z) 是 页 ( -0.0) (0<0<x) 上 的 全 纯 函 数 ， 
并 且 满足 条 件 ， 

(1) 存在 两 个 判别 有 穷 复数 a, b， 使 得 a, b, оо 间 的 相互 球 距 


均 大 于 d( 0<4< 了 ) ,同时 有 


ie 可 可 —0,0,r) ,三 = 对 
lim 


r + logr 


<у< +оо, X =a, b. 


(2)# Г( 0+ ,0 8) (0 <£ <Q; R, < R < R, ) Е 
一 个 点 集合 Be, 其 线性 测度 mes E.> HR (月 > 上 )， 或 者 在 


0(—0 +£,0 —є; К,, R, JEFE- TERA L ,其 直径 > НК, ,并 
日 当 ze Es 或 者 zeL 时 ,有 


1702) al <", 


其 中 a 是 一 个 有 穷 复 数 ,N > 0 T, 则 对 任意 取 定 的 数 
n>0, RÆR, 充分 大 ,对 位 在 们 ( -90+e, 0 一 e; R, R) EE 


点 z 有 
бк 
R, \s 
К, 


К, 2(у +y) R, 
x Rr+11o + Іор |z 
[ë ) st "log R, g |а| 


1702) — al <exp{ a(o) Í 
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_ Bae) E \ at, 

С(0) Іов —2- + 0(є,@) 2 
1 

J ФА (50) < +о, В(е,0) > 0 жр (50) < +о 是 依赖 

Fe, 0 的 常数 ,C (0) 是 依赖 于 6 的 常数 . 


8 5.2. 下 级 为 有 穷 的 整 函数 类 39 


定理 5.4 设 /(z) 是 开平 面 |z| < +оо 上 的 一 个 整 函数 , 其 下 
Жи < +оо f(z) 的 Julia 方向 个 数 为 q, 羯 别 有 穷 渐 近 值 个 数 
为 1, 有 穷 亏 值 个 数 为 p, 其 中 个 亏 值 同 时 是 渐 近 值 , 则 有 关系 式 


2D 一 + I<4. 


ш. (1) 首先 我 们 考虑 下 述 情 况 :.g < +оо, р< +оо, l< 
十 0 ,以 及 p 和 1 不 能 同时 为 零 . 
因为 和 1 不 能 同时 为 零 ， 所 以 根据 定理 4.4 的 系 ,我们 判 


и>. 另外 , 根据 定理 2. 15, 我 们 有 4 > 1 以 下 , RIE) 


Bp TERGA a ( i = 1,2,…, р), 其 相应 亏 量 为 5 (а,/) = 5, 
> 0; 记 f(z) 的 1 个 判别 有 穷 浙 近 值 为 bj (j = 1, 2,…, 1), 其 相应 定 
值 路 径 为 上 Lj). 根据 引 理 2.2( 置 其 中 的 h = 0) 和 引 理 3.9( 置 其 中 
的 k= 3u, с = log2), 我 们 判定 必定 存在 两 个 序列 +, (п = 1, 2, … ) 
fir (= 1 2, … ) , 使得? 


- lim 
пә + logr, 


log T(r,.f ) =, (5.9) 


了 


1) р = 0 时 ,我 们 仅 考虑 满足 (5.9) 式 的 序列 {m } . 
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"®„&2г„, (5. 10) 
以 及 
mes E; >K, K=K(ó, р, р) > 0,і= 1, 2, -.:,р. 


其 中 


1 


n ! 5 
E; = ов ra a> £ Tt tf), 


0<0<>), д = тіп { 6 . 


设 f(z) 的 gq 条 Julia 方 向 为 A(0.) (к= 1,2, ..., q; 0 < 0, < 0, 
<... <0, <2n) . Ë 


w= min (0... — Ok} ,0., 1 = 0, + 2л, 
4 


1<k< 
M = max í 1. 14,1. Ө, lapl, lbih = [5, | }. 


тіп { со, uo } 


O <n < Olai тул? 


则 根据 (5. 9) 和 (5. 10) 式 , 当 n 充 分 大 时 ,我 们 有 


Tta f) > T(r,,f) > rg” (5.11) 
T(r,f) Sret". (5. 12) 
最 后 , 再 取 定 一 个 数 e ， 
. mn K w 
o<e< min] &6(и+ї) "7124? 8 | 
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я 
n= Ü Plte, 0 — 8), 
k31 | 
则 根据 定理 2. 13 fli БИЯ ЖЕ E BB, АНТЕ АННЕ Э 
复数 a, В 使 得 


十 一 
тащ logt n( r, 2, /= X ) 
r + о Іор ғ 


=0, Х=а, В. 


ра B 94435 382, 所 以 存在 一 个 数 d,0 < d < ia, В, co 


启 的 相互 球 距 均 大 于 4d. 
(2) 我 们 还 需要 下 述 引 理 ， 
引 理 5.3 设 两 条 简单 连续 曲线 上 sw(m = 上 上 2) 分别 连 接 贺 


Ж 121 =r FE @ КА, (m= 1,2) 和 圆周 |z| = 上 的 
点 Bn (m= 1,2 ) , 同时 这 两 条 曲线 无 交 , 并 且 均 位 在 а, зе; 
поа ст"). TE L. 和 上 wz 以 及 圆周 1z| = r! 3" {Г # Bš 
点 A, 和 А„ БИЕ 3URIBI |z | ~ -rs 介 在 两 点 Bu ЯП В, 间 的 


圆周 弧 界 图 一 个 区 域 O, < 4 - —3e, 3e;r1- р"). 进一步 假设 


max log |/(2)| < Mn < +оо, т = 1, 2, 


2, = Qp) Ti, 
其 中 T; RRA?” < |а| < rl" , WJ 34 n 充分 大 时 ,对 位 在 0; 
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内 的 点 z 有 
log |f(z)| < M,, + М, +1. 
证 . 首先 ,应 用 Poisson-Jensen AR, 并且 根 据 (5. 12) 式 , 我 们 
得 到 
Cau < oeM( 37/ ) <3T(r,,f) < 3r#tn. 


(5. 13) 


其 次 ,应 用 引 理 2. 10, 并 且 根 据 (5. 13) 式 , 当 ze 82; 时 ,我 们 有 


кт 
47.6 


log 172) 1 < M,, + Mm + dr 
z[1 — r; 3] 
x= ж 
“БЕ эшн. 
лі — 23:73: ] 
进一步 根据 :的 选取 ,我 们 有 
XN 
~g tu+tn<-(u+1)+(u+n)=-l+n<0. 


于 是 当 n 充分 大 时 , 我们 判定 
log |f(z) 1 < М + М, +1, 
即 引 理 5. 3 得 证 . 


(3 ) 我 们 考虑 圆 环 序列 Гу ri < рар < 2, (nn 一 1,2,…). 因 
为 定 值 路 径 Lj (j = 1,2,…, 1 ) 是 始 自 原点 伸展 到 со 的 简单 连续 则 
线 ,所 以 工 ) 与 圆周 1z| = 中 -2 和 圆周 |z | = 2r, 均 有 交 RIEN 
周 12| = rn- 上 取 最 后 一 个 交点 ,同时 在 阅 周 |z| = 2r。 上 取 第 一 个 
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交点 , 并且 记 上 ; 介 于 这 两 个 交点 间 的 部 分 为 Lj. 明显 地 ,每 条 曲 
ат. (1<j<1) 至 少 交 于 g 个 闭 域 (0 十 3e, 0, — Зе; 9", 
2r,) (к= 1,2, =, 40.1 = 0, + 2л, 0, = 0, + 2л) 中 的 
AA Ө,,+ 36,0, у — Заг 2", 27, ) (1 和 后 和 94) ,进而 唯一 地 确 
定 一 条 Julia J ЈА ( б, +1). 于 是 按照 这 种 方式 ,每 条 曲线 了 mm 都 对 
应 一 条 Julia Jy ВАБ (Oai) = 4 ( +1). 1 Ж BH ао 
= 1,2,1) 对 应 1 条 Julia 方向 Ab (б, ) (j=1,2,…,1). 现 
在 ,我 们 证 明 集合 { Ab ( 94+1 ) 1j = 1,2,.... 1) 中 任何 两 条 Julia 
方向 不 相 重 合 . 

事实 上 ,如 果 不 然 , 设 存在 两 条 ulia H Ab (Oa) 
和 Ab (Oi+1) 相 重 合 .于 是 上 ;和 Ljs(j 关 六 ) l] BJ 2 + @Q( 0, 
+ 3e, бу; 一 36; т", 2ra) (к= = k, ) .以 下 ,我 们 证 明 这 是 不 
可 能 的 , 即 导出 矛盾 .为 此 ,只 需要 考虑 下 述 几 种 典型 情况 : 

1) L. #t L ,, li] #F 3 + 000, + Зе, 的 +1 一 38;7 9", 2г„). ЖЕ 
KPRM F.L [| Q (0, + 2, Ө, – 28, т", 2г„) 必定 含有 一 


段 连续 曲线 L'n, 使 得 上 ;的 直径 > ,并 且 当 nn 充分 大 时 有 


1102) —b;| <1 zeL’,. 
1 
于 是 ,应 用 引 理 5. 2 , 置 其 中 的 0 一 本 (br 和 一 你) 一 6Ri 一 说 
= Н=-—,«=Ь,М=0 和 v=0， 则 


n° jm 2 
Щщ тє Q (0, +22, Oi — 28;rl 3", 2r, ) 时 ,我 们 得 到 


К, =2r 


1874 
(2) — Б, | <ер{ А (е. 0 ) 2991 Oe r, къ 90) = 


2 
x БЕ ri log (2r3") + log* 18; |) 
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18nn 
< ехр{ А (E01) r,+: [те "oss, +iogm |} . 


如 果 进 一 步 注意 到 a < < уи, 以 及 


I) 1< (2) — b,| + bl < (т) — Б] + М, 
则 我 们 可 以 判定 
ов у(2)1 <А (6,0,7) e *®т. (5. 14) 


根据 ;的 选取 ,我 们 有 


1 72 mn 1 
89 < —. 
1—3 | © + "| 4 


于 是 
1 1 
loglf(z) |<{r 3" 4 <[2[%. 
另外 ,在 弛 (6 + Зе, Ө, — 36; rl -31,2r,) 上 必定 存在 一 条 连 
接 L, IL ,, AR Е. 于 是 ,特别 地 当 ze 工时 有 
1 
log|/(z)] < 1214. (5. 15) 


另 一 方面 ,根据 定理 4. 3, 我 们 判定 在 工 ) 和 工 j. 间 存在 一 条 伸展 
到 со 的 连续 曲线 虐 , 使 得 


lim Іор log |/(2) | > 1 
ба 108 |2| 2 


因为 一定 交 于 上 ,上 的 一 点 z,, 所 以 当 n 充 分 大 时 ,一 方面 有 
Јов 17(2,) 1212,13, 
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另 一 方面 ,根据 (5. 15 ) 式 又 有 


logif(z,)|< |2,14. 


于 是 我 们 导出 了 矛盾. 

2)L 3 F f (0, + 38, Ө, —3в; г} 9л, 2, ) 内 ， 同时 上 jy, 交 
于 9(0 +3, Opta — Зе; ri 3", 2р, ). 类似 于 情况 1) 的 讨论 ,我 
们 特别 地 可 以 判定 当 zeA (б, — 36; ri 2", Or, ) D НҢ 


1 
logl/(z) | < (r, `") 4 = М, 


以 及 当 zch( Bu 十 3e; ra, з") 


Іов 1/02) | < (r! 30) F = M... 


进一步 应 用 引 理 5.3, 我 们 判定 当 ze YU0.41 — 38, Oei + 3; 
п, 中 -时 ,有 


їор|/(2)|<2{г1-3%}Ж + 1. 
明显 地 ,在 6 + 3, Orgi — 38; 173", 2r) 上 存在 一 条 连接 
Ary "eOk A L a A h R ELi, 以 及 在 吏 9 + 38, 0,.; 
— Зе; м2", 2ra) EE Ж ri eat 和 工 ,, 的 曲线 
БІ" E 
І, = La 十 三 (B — 3e, Orsi +38, TDD + LL’, 


Ж L, ERER L. ML 的 曲线 段 ,并 且 当 zeL, 时 ,只 要 n 充分 


: 1 
1) 这 个 记号 的 意义 表示 直线 段 :argz = б,,, —3g,r1 36 < jz] <a: 
2) 这 个 记号 的 意义 表示 圆 弧 , |z| =", 0, 一 3e < arg z <60,,, + Зе. 
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大 ,我 们 就 有 


1ов17(2) | 3121. 
以 下 作 类 似 于 情况 1 的 讨论 , 即 可 导出 矛盾 . 
o 3) La T A(O, + 38, Ogi — Зе; г} 9", 2ra), 同时 Ly, 整个 
地 位 在 (Ө — 38, Orai + 32; 173", 2r,) IN. 
4) La IL, Fj Bf Ж + Hh {у ERAO — 38, Okei + 3; 
т}731, 2к уру. 
在 3) 和 4) 的 情况 下 , 如果 注 意 到 当 n 充分 大 时 ,有 
f(z)}— bil < tł, zeLa lz)— bl <1, ZELjn 
或 
|/(#:)|< M+ 1,ze L, (ЈЕ. 


则 应 用 引 理 5. 3, 类似 于 情况 1) 和 2) 的 讨论 ,我 们 即 可 导出 矛盾 . 
(4) 当 n 充分 大 时 , 每 个 亏 值 a(1<igp) 对 应 一 个 集 
RE, mes Еў > К. 进一步 根据 的 选取 ,我 们 判定 在 q 个 集 
ФЕ (ГӨ, + 3e, 0,., – 3E ] (k = 1,2,..-,а;б„,у = 0, + 27) tF £ 
ЕЕ ПЕ NEO, + Зе, Ori — 3 ] (1 <k <q), 使 得 其 
测度 
mes {EN [0 + 369r Зе] } > 3 


ЖП MË — hb ХЕ ЭЯ # AR 45 Ла Jy J A (Ө, ) ЯА (0, +.:) Р, 
按照 这 种 方式 ,每 个 亏 值 w 对 应 两 条 相 邻 的 Julia 方向 As (6,.) 
= A(80, ) ЖА, (Okt) = А(Ө, +1), p + 5 {Ңа(1=1,2,--,р) 对 
于 了 对 Julia F {А,(9,), Aa (Or) 12 = 1,2,…,p}》. 现在, 我们 证 
HRE {А„ (Ө, ), A,(0.. )li=1,2,..., p) 中 任何 两 条 Julia 方 向 
不 相 重 合 . 


1) 当 p 之 1 时 , 必 有 4q>2. 这 个 事实 是 定理 6.2 的 直接 推论 .因此 , 相 邻 的 两 
条 Julia 方向 总 是 存在 的 . 


4. 


事实 上 , 如 果 不 然 , 设 存在 两 条 Julia 方向 相 重合 .我 们 将 导出 矛 
盾 .为 此 ,只 需要 考虑 下 述 两 种 典型 情况 ， 


K 
1) mes { E? [ ) Ө, + 3, Osi = 32132 7 以 及 mes 
К 
{E (| [LO + 3е, Ө, +, 31) 2 7 (к= ki =k, 1<К<4). 


我 们 应 用 引 理 52 W JU 60 =- (0. -0)— 5 R 


=t, R, =r}, R, = 2?r,, Es = E(t,e* |оє E) Гб, + 35, O+, 
K £ 6 
一 3 H = — > —, = а, = — 5 = U, 
є]}, Fg > а= а, N 1 T(t,,f) flv = 0, WHn Ж 
分 大 时 ,对 位 在 (O (0, + 22, Ori — 2є;гу 2, 27,) 上 的 点 z 有 


12x 36rn 
Hz) ~ a| <ехр+ А (е, 0)2 0k41 0k 2, r, 9k+1 Ok- Ze 


x | жч" 2"r'log(2r3") + Іор? |а, | | 


В (8) ЕЕЕ 
= C(0)log(2r2") + D (s, 0) кая 


248 0 
х 2 96+; -ie атол} 
72 
<ехр{ Aom, a +З" 
24=n_, 
–В(5 0,7,5), о ` TC(t,, f) | 
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进一步 根据 ?的 选取 有 


72 24 2 
一 8 f -n+ ан) 63-0, 
© 3 
247n 
© 2 


于 是 ,再 根据 (5. 11) 式 ,我 们 判定 
log |f (2z) а < 12. (5. 16) 


另 一 方面 , ТЕ 0(0,+ 26, 0,1 — 261-3", 2r) 上 存在 一 点 mr 
=t," QE EN) [+ 3, Ө, ‚| — 31], 使 得 


log ISa) al < = È Tlp S) < -Ère rE. 
如 果 注 意 到 a; ây, 并 且 有 


[aarl < |f (2) =al + IS (2n) а 267", 
чл АКЕН, RISATE. 
2) теѕ { E[ Ө, +3, 0k +1— 3E] } > 以 及 mes {Ef 
[9,,+30,0,,.13]) > 3 (kit 1=ke=k2<k<q+1). 
类 似 于 情况 1) 的 讨论 , RATE ЖИЕ BJ IGA 4 ze А (Ө, — 3, 
"м, mm) 时 ,有 


区 
log |/(2)—а|< -mr ,1ор|/(2)|<1о0#М+1=М„, 
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1 
以 及 当 z eA(0,+ 3s, ri эт), Н 


log |/(z)—a;, | < _ r, log |f (z) <logM+1=M,2. 
进一步 应 用 引 理 5.3, 我 们 判定 当 ze О(0,— 38, 0, +3e;rl 3, ғ1 7") 
时 ,有 

Іор |f(z)| <2log M+3, |f(z)| ge3M?=N. 

”最 后 , 如果 注意 到 p< + co, 则 p 个 亏 值 a(i=1, 2,…,p) 间 的 相互 距 
离 有 一 个 正 的 下 界 4>0. 于 是 借助 于 变换 5= — 应 用 定 
理 3.2, 我 们 判定 ai=ai, 但 是 ,根据 假设 ,应 有 ai#ai ,从 而 导出 矛盾 

(5) 我 们 证 明 下 述 引 理 . 

引 理 5.4 假设 某 个 集合 的 测度 mes | EN [ 0, + 36, Ө, 
—3е1} >-у (16а, 0,170,529), Ж # iB # L „ З THO, 


+38, б, —3в;г ?", 2г„) (б„,›=@›+2т) R 0(0,_;+3, Ө, — 3E; 
г 2", 2r,) (0050—27), WHn SKN, BA a=b, 同时 存在 一 
条 连接 上 ;, MIERA zne E {te |o E EN [0H 3e, Okt — 3E] 的 连 
R 1. 使 得 当 ze 工 ,时 ,有 


(2) -ај| <=, a=a,=b, 


j E>, n— + co. 


“证 ”我 们 只 需 考虑 下 述 几 种 典型 情况 ， 
1) mes { E [0k +32, 0 一 285] } > 以 及 L， XF AO, 
+3e, Oppi — Зеєр 3", 2р). 
首先 , 按照 推导 (5.16) 式 的 方式 , 我 们 可 以 判定 当 n 充 分 大 时 ， 
адд. 


对 位 在 CAO, +2, бк, ,—2вуг} 3", 2r,) 上 的 点 z 有 
Б 
log|f(z)—a,|< ~r; . (5.17) 


其 次 , в 
gj = max |/(2)—Ь,|, (5. 18) 
тє 


Д 4 n> + со 时 ,有 sm 一 0. ERRE гое. „(| #,+3є, Ө, ,, 
— 3; гі 73", 2ғ,), 则 有 


аъ < If (zo) а + |f (zo) —b;| Se" е0 
(n— +o). 
于 是 , 我 们 判定 a=b; {Е $ & Е{т „е? | фє EM) [0,+3e8, Ө, 
—3е]) 上 任意 取 定 一 点 zw 然后 用 直线 ,连接 点 z, Mz MU 
当 zelL, 时 ,有 


u 
|f(z)—al ge "™, a=a,=b;. 


2) mes { Е}Г\ГӨ, +3, б, —3] } > 以 Ж. ж 0 


(б +, +36, Өк; — 36; ғ1 7 3, 2r,). 
首先 ,按照 推导 (5. 14) 式 的 方式 ,我们 可 以 判定 当 n 充分 大 时 ， 
对 位 在 (б, + 2в, Өк+›—2єв;г] 3, 2r ) 上 的 点 z 有 


7218 +8 


log |f (2) 1<4(е, у), С. (5. 19) 
TÆ ШЫ гєА (бу, +367179", mm) 时 ,有 i 


2281 + gy 
log | (2) | < А(к, 0, у), 一 M 


ml ° 
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其 次 ,根据 (5. 17) 式 , 当 ze 0(0,+ 2, Orpi — 26; 17 3", 2г„)н], Ж 
log |f (z) | <log*|fíz)—a,|+ log’ |а;| + log2 


< log М + 1082 = log 2M . (5. 20) 
1 
于 是 ,特别 地 当 zseA(6 1 —– Зе; ri 3", 到- 请 ) 时 ,有 


log |f(z)| < log2M = М,,. 


进一步 应 用 引 理 5. 3, 当 ze 0(0,., — 3e, Outi + Зе, гі 2", г 0) 时 ,我 
们 判定 


2251 +в„ 2281 +9, 


log | f (z) | & А(є, 0,n)r, ° +log2M+1<r, ° 


(5.21) 


z— gzh” 


于 是 , 根据 (5. 19)-(5.21) =, ә 5z 位 在 圆 


+) ек +1 <4в- и") rata 


12кп 
log |f (z) | <, 


5 外 ,， 根 据 (5. 17) R, ЕСЕБКЕ 


т") 


1702) а] <e"? . 


作 变 换 | 
1-23 4 „1 я |219 
2-7 (r ?十 mm ете 
《一 


мі тт +17 ”) 


加 (туе |е) яу СР E 09 


则 图 


单位 圆 片 | <1， a CEET EE Cac) 为 5 平 


面 上 的 集合 E 明显 地 , E, 位 在 圆 1¢| <— 内 , 并 且 若 取 h= т: 
ME, 不 能 被 包含 在 欧 氏 半径 之 和 不 超过 2eh їй — S B . Ë g (C) 


=s(2dri man) ghran) m(O EMI 


7288 + 
SIERA FEBLAN? “同时 当 zeE。 时 ,有 


H 


1900) —a | <e 2. 
72" 


Lm on + 
如 果 进 一 步 应 用 定理 5.2, 置 其 中 的 M=e" o 199 N=r, ,4=ai, 


3 
+r 一 了 -, 则 可 以 判定 对 位 在 加 IC1< + 上 的 点 5 有 


12an- +9 


” 
м0) а <р, + og“ 1а + log2) 


“=? 


4 


228 + 9n + 
< exp g + log M + log2— Ar, | . 


再 根据 # 的 选取 , RITA 


72л 
1 + 


于 是, 当 n 充分 大 时 , 对 位 在 ар -p (ri eri) ей +1 


«(ннн т) вая 
|7(2) а | < apf-ar }, 


其 中 4>0 是 数字 常数 .特别 地， АСЕТ 


(па) 
УС) al окр} ат, } 


1 
应 用 引 理 5.2, 置 其 中 的 9 一 本 (8..:—6,+1) —е, R, =r] 3, R, 
1 1-2 1- 1 
=2„К=-—,- r, "Er Ш , E= Dx. i + 28, б, +35; -> гі 2" 
+ 
so) Haar N=4r， 和 v=0， 则 мге 01425 Ө, +; 


— 22, 172", 2 有 


127 18nn 
|f(z)—a,| < ар A(s 0) 2%+27 9+1 26 p +2 70к+1 2: 


х [22"75" 2'1 [ор (2ғ2т) + log* |ai| ] 


_ B(s 0) ye asper a B 
С(0) log (2757) +D(s 0) \ > “7*! 


12199 4 
X к„бк+279%к+17—2є Ar | 
п 
72 24nn “ 
EC 2 | 


<ехр{А (е, Ө. л)», w ет B(0,e)r, о 


Ж - 步 根 据 了 的 选取 ,我 们 有 


72л 247 
T een- " 7)< и, 
O 6 


2 a) 


于 是 


现在 ， ЖП Ж tz o EL mh) P Oks 十 38， Ө, > 一 38， ку СЗ", 2r,), 则 根 
据 (5. 18) 式 有 I 


|f (zo) — b;| < Б. 


Bp < + oo flll < + со, 所 以 在 p 个 亏 值 ai(i==1,2,…,p) 和 i 个 _ 
AMEB U= 1,2,…, 1) 中 ,只 能 含有 有 限 个 判别 值 .于 是 这 有 限 个 
判别 值 间 的 相互 距离 必 有 一 个 正 的 下 界 必 > 0. 另 一 方面 ,我 们 有 


а = Б < If (zo) — ail + If (дь) — В] < e + Ep 
FE, 当 n 充分 大 时 ,有 


[а — Б < d'. 
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因此 我 们 判定 a = bj. 我 们 再 征 取 一 点 z= be рє ENCO, + Зе, 


1 . 
0..1 — 36], 然后 用 直线 也 "连接 点 志和 地 (Tn + ri ")е“®к+1 32), 


同时 ,用 直线 ЫЫ O ++ 38 


1 
Е. =L, + D (bki = 38, Ө, t3e (rm 729+ 7") + L; 


则 当 zeL 时 ,有 


н 
(z) —a|< em, а=а=Ь,. 


3) mes{ E!) [O + 38,0,,, — 31) > 以 及 二 ,整个 地 位 
Æ 0(0,,, — 3e, Okai +38;rl 37 2r) IÑ. 
首先 , 34 n КА, IE A(O, +26, 6, — 26 rt? 2r) 上 
的 点 z 有 
# 
log|f (z) — | < – гг, 
进而 有 
loglf (2) | < log M + log2 = M, 
其 次 , „Б Ж |z | = r; UZRA Am ËB А, 点 始 沿 着 工 ) 趋 
[8] oo В, 记 上 与 圆周 |z| = Yr. 的 第 一 个 交点 为 Bu Ln ft T А, 
和 В, WHIRIA Lin 则 根据 (5. 18) R, "4 ze Ls, В, ж 


Іов [7 (z) — bjl < log sj 
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进而 有 
Іов 17 (2) 1 < log |f (z) — byl + log* |b;| + log2 


< log M + log2 = М,,. 
1 
Li 和 4( 0 — 3; гі 73", +”) 以 及 ra. — 3e, Өк + 十 35; 
1 
n)a гө, _36, 0,,, tigr ) 上 的 部 分 弧 段 界 图 一 个 单 连 
1 ү, 
з осо (в. 36 буа +36 пул.) 设 共 形 映照 


= o, (z) 将 羽 变 为 5 平面 上 的 (в... зь, буу +317, к,). 
ЖА 变 为 ДЫП t, Aia Aa Ж 
зуп eiea 30, я Bpa ЛЕ 3 K R ei #39 qI T r+ i 区 
= B, 变 为 点 R eo Ú -aa, 则 根据 引 理 3. 4, 我 们 判定 


К, > эк (5. 22) 


i=) 的 道 变换 为 z=orl(C) 和 EFO 
лоо) йге л COES L 


к 
log| F,(¿) — a;l = —т?, 
log| F,(£)| < log2M = M,- 


"eA (0... + Зе; 37 R,) 时 ,有 
log|F,(¿) – | < log Ew 
loglF.(¢) < log2M = M,,. 
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“ge г(е.., — 3, 0, taari >n ) 时 ,根据 (5. 13) 式 有 


log| F,(£) | < 3757", 
иЗ ÇE г(в.., 一 38, Qk+1 +35 Ra JBT A 


log| Fa (6) | < 3+". 


于 是 应 用 引 理 2. 10, ste (ву. зв, анаи, a 时 
我 们 得 到 


再 根据 (5. 22) 式 有 


log|F,(¿) | < М + М, + 


А 
a 
r 
一 is 
| АТ 
Ф 
=l Ы 
НН 
. — 
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进一步 根据 8 的 选取 ,我 们 有 


rutn<—1l+n<0. 
бє 


于 是 , “n 充分 大 时 ,有 


log|F,(£) | < 2log2M + 1 = log(4eM2) = logN. 


现在 ,借助 于 变换 & = 应 用 定理 3. 2, 我 们 判定 = b, 同时 


г„!7?"” 
{Е йо, — 3e, Ө, +38; г] >", ri) 上 存在 一 条 和 连接 Al as 
— 3e, 729, ri~) mahous Ie ni n=) ажаат, 使 得 
TE. 

LF, (Č) — a| < Ema a = a, = b, 


k 1 
7 3 


1 
g, = (M + N)ma] е 73 , „0 п» + ©. 


ie I, #E z З АВА > Lw 则 L 是 一 条 连接 (Ж — 3e, rio", 
2r, L ERR E R 5 ze Ls 时 ,有 
C) —a| < в. 


ш, ча(% ар Е 
接点 zo 和 任意 一 点 z, = е”, реЕ (9, + 3е, Ө, — 31. Ж 

І, = 1, + Ly 
ДЇ? ze L, BFF, ИГЕ 
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If (z) = aj < En3- 
根据 上 述 讨论 ， 如 果 取 En = 6,3, 则 引 理 5. 4 得 证 . 

(6) 现在 ， 我 们 证 明 两 组 Julia 方向 集合 { А, (ду), Aa (бу, +1 ) li 
=1,2,.. p) W {A lj 1,2,…,1) 之 间 至 多 有 1 条 Julia 方 
HER. FKE, mE a +b, 则 根据 引 理 5. 4, 我 们 判定 А, (6, +1 ) 既 
不 能 重合 于 A,(0.), EF EER TFAO) 于 是 ,在 上 述 两 
组 Julia 方向 集合 之 间 , 如 果 相 重 的 Julia 方向 个 数 > Г, 则 必定 存在 
两 条 Julia 方向 А, (6,1) FAs (Orta) (7 J) 分 别 重 合 于 A, (0,) 
ЖТА, (0+1) (а; = Ь, =Ь,.). 应 用 引 理 $.4, 我们 可 以 找到 一 条 连 
接 上 ;和 上 j, 的 连续 曲线 上 ,, 使 得 当 ze 工 ,时 ,有 

{f(z)—blgs,b=b,= by, 


8,90, п + оо. 
但 是 这 与 友和 bf P H ЯП BJ 8 jr (IË B) IB i RH T J8 ЛЕРИН Ж 
合 (А, (0,), А.(0,,+1)17= 1, 2, --, p} MIA (9 1) (i= 1.2... 1) 
之 闻 至 多 有 1 条 Julia 方 向 相 重 合 .因此 ,我 们 判定 


2р1 +1< д. 
(7) 最 后 ,我 们 考虑 其 它 情 况 : 
当 g = + oo 或 和 1 同时 为 零 时 ,定理 成 立 是 显然 的 . 

当 dg< +oco 时 , 则 p=+o 或 1=+oo 时 的 情况 不 能 发 
Е.Ф ЗЕ F, а < + оо,р = +om 和 !< + w 时 ,我 们 取 p’ < + co, 
使 得 

2p'— + |> q. 
另 - -方面 ,根据 最 初 考虑 的 情况 (1) 的 证 明 , 应 有 
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2p —+1<@. 


TEREI- AFE. p< + co, | = + co sk p = + оо, | = 
+ оо 时 ,我 们 类 似 地 得 到 一 个 矛盾 ,于 是 定理 5. 4 完全 得 证 ， 

定理 5.4 有 下 述 推论 : 

ZL p+I<4#l < gq. 

系 2. 2р< 4. 

系 3. 着 2p = q, 则 有 ! = 1. 

系 4 若 1=4, WA p = 0. 

我 们 能 否 构 造 一 个 下 级 /为 有 穷 的 整 项 数 扩 z),， 使 得 7z) BR 
Жа Ж Julia 方向 ,1 个 判别 有 穷 新 近 值 ,p 个 有 穷 气 值 , 其 中 ?个 亏 值 
同时 是 渐 近 值 , 并且 适 合 下 述 等 式 


2р - 1+1=9? 


在 一 些 特殊 情况 下 , 这样 的 例子 是 存在 的 .例如 , ра 


z 
q 
| e dz 
o 


具有 4g 个 有 穷 亏 值 ,2g Ж Julia 方向 ,并 且 1[= t. 于 是 等 式 2p 一 了 + 1 
= 4 成 立 , 另 外 , 函数 


具有 24 个 判别 有 穷 渐 近 值 ,24 条 Julia 方向 ,并 且 p = 0. 于 是 等 式 2p 
-Fyle 24 成立. 

ERSS 设 /(z) 是 一 个 整 函数 , 其 下 级 4< + оо. Wz) 
的 Julia 方向 个 数 为 4 判别 有 穷 渐 近 值 个 数 为 上 有 穷 亏 值 个 数 为 p， 
其 中 心 个 亏 值 同时 是 渐 近 值 .再 假定 gs < + oo 和 2p -了 二 1 = q, Hi 
#p =V Mi= р, 其 中 4 是 f(z) 的 级 . 
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iF. (1) 首先 ,根据 条 件 2p - T + l1=q< + оо, 我 们 判定 p< 
+ oo 和 1 < + co. 其 次 ,根据 /zz) 是 整 函数 ,我 们 有 4 兰 1 于 是 .这 
“9562р 1+1=2 1 说明 p 和 1 不 能 同时 为 零 . 进 而 根据 定 


理 4.4 的 系 , 我 们 判定 上 > 5 另 一 方面 , 因为 9g< + co 和 及 < 


+ оо, 所 以 根据 定理 2. 17 的 系 1, ЖАА < +o -- 
以 下 , 我们 先 假 设 p> 1 Mwz) р 个 有 穷 亏 值 为 ai(i 
= 1, 2,…, p), 其 相应 亏 量 为 6(4, f) = ó; > 0, f(z) 的 ! 个 判别 有 穷 
渐 近 值 为 b,{j = 1,2,…,1), 其 相应 定 值 路 径 为 L; 以 及 f(z) 的 gq 
条 Julia 方 向 为 A(0) (k=1,2,.,g;0<0 < 8, <... <0, < 2л). 
w 
Ф = тіп (001—0), 0+1 = 0, +27, ô= тіп {б}, 


1 <k 1<ї<р 
М = тах {1, [а; |, с [а |, |5, |, +, lbi} 
min{w, po) 


0<7<360FTin ` 


然后 , 我 们 构造 序列 r = 20*” (п = 1,2,.…). 根据 引 理 2.5 和 引 
理 3.9( 置 其 中 的 天 = 2h(1 + 4)(1 +n)n !, h= 3, c = 1082), Я 
要 no 充分 大 , W4 n 2 n, 时 ,在 区 间 [m-:，2r,] 中 必定 存在 一 
8 te 使 得 


mes Е > K, K = К(5,4,р, н) > 0, і= 1, 2, ---,р, 


其 中 


n 1 д 
E = E{ o|iog уа] > Т0, 7), < <|, 
i= 1,2, ..., p. 
УДТ и ШЕ Ж, RE n 充分 大 , r > r 时 ,有 
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r < T(r, f) < р", 


最 后 , 我 们 取 定 一 个 数 6， 


0 < £ < min zn K 2 
6(2+1) Ra’ 8 È 


4 
f= U (Ө, + E, 0... 一 &), 
k=1 


则 根据 定理 2. 13 和 有 限 覆 盖 定 理 , 我 们 判定 存在 两 个 判别 有 穷 
(В о, В, 使 得 
— logtnír,@ = Х) 


lim 
к + logr 


= 0, X = s, В. 


因为 < 和 p 是 有 穷 值 , 所 以 存在 一 个 数 4 0<d < 过， 使 得 w В, со 


Н ЕВИ EJ K: T а. 

(2) 考 虑 贺 环 序列 Гг 3" < |z] < 2г„(п = 1,2,…). 自 原点 始 
ЖЖ. (U = 1, 2,…, [趋向 于 oo 时 ,我 们 取 工 ;与 区 局 |z| = ri т 
最 后 一 个 交点 ,以 及 工 /与 圆周 1z| = 27, 的 第 一 个 交点 ,然后 记 工 ; 介 
于 这 两 个 交点 间 的 部 分 为 Lj;， 类 似 于 定理 5.4 的 证 明 , 只 要 mo 充分 
大 ,对 每 个 值 n(n = по, no + 1,…), 我 们 都 可 以 使 每 条 曲线 工 ;,(j 
=1,2, D 对 应 一 条 Julia Jr E A (0, +1) = Дь (6+1) 
(1<k,<qj=1,2,...]). Lin М БУ А„(б, +) Еф ЕЕ L, 与 ооб, 
+ Зе, 0, „+2 一 Зе; ті 3", 2r,) (0..1 = 9, + 2л) 有 交 . 园 样 类 似 地 ， 
我 们 可 以 证 明 集合 {As(o ,,) = 1,2,1} 中 任何 两 条 Julia 方 
向 不 相 重 合 ， 

类 似 于 定理 5.4 的 证 明 , 只 要 no 充分 大 , 对 于 每 个 值 n(n 
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= по, no 十 1,…), 我 们 都 可 以 使 每 个 亏 值 a(i = 1,2,…,p) 对 应 一 
对 Julia 方向 {A(O. ) = Aal Grp) A(O +i) = Aa (Orpa) ) (i= 1, 
2, … p). аж (А, (9, ). А.(0, 1) } 表 示 有 


К 
mes { E? [) [+3e Ө, у, — 3] } > g 


同样 类 似 地 , RAT AHERE (А00, ), A.(0... )li= 1, 2, ..., 
р} 中 的 任何 两 条 Julia 方向 不 相 重 合 . 

最 后 ,类 似 于 定理 5.4 的 证 明 , 我 们 可 以 判定 两 个 集 
E {Aa (Orn )» А.(Ө,.+1)1= 1, 2, .,p} ЯА, (0, +1) | = 1, 2, 
…, 中 之 间 至 多 有 【条 Julia 方 向 相 重 合 .于 是 


2р-Р+1< д. 


另 一 方面 ,根据 假设 2p 一 了 + 1= а, 我 们 判定 每 条 Julia FEA) ` 
(к= 1,2,4) Æ % ЖА FlA,(0.. 4) = 1.2... 1) 或 {A 
(0,.), A,(0... )li=1,2,... p). EWEA- l+. 
从 而 导出 矛盾 . 

(3)uE HH p=l' 当 p=0 时 , Ж р=1'=0. 于 是 ,我 们 只 需 考 
起 p>1 时 的 情况 .事实 上 , Ш E p> l, ШЖ p> 1". 我 们 不 妨 假 设 却 
На, 不 是 f(z) 的 一 个 渐 近 值 .对 于 每 个 值 n(n=n0, по+ 1, --:), a, 对 
应 一 对 julia 方向 { A, (0,,), Aa (Okipe) b 从 而 有 


K 
mes {ЕГ CO, +3e, 0. 1—3] } > ' 


以 下 ， ЖІПШЕ НН К, =, (л=п, no 十 1,…). 事实 上 ， 如 果 不 
然 , 则 根据 每 条 Julia 方 向 A(0) (k = 1, 2, …9g) 都 必 属 于 {Ao(4)， 
А (0, ко) 101,2, n ру а 1A,(06.. .)|j=1,2,.... 1) (n=no, no 
十 1,…), 我 们 只 需 考 虑 下 述 几 种 典型 情况 . 
1)g>3 和 kk,,=k,+1, i 1. 
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1 
ңир 置 其 中 的 0= 了 (Orti Orn) Z К =1,, 


R=r, -1 R25 21,1, Е, =E { te” |фєЕ(\С9,,,+ 38, Ө, +1— 3] }, 
K 6 
7 24 а=а. № T(r,, f l v=0JrUE no ЖР Ж. А n>n 


时 , 对 位 在 A(O, „t28, Ok +1728; ron 27,41) ERRAZA 


r 
пани аа) 
[4Y Orari)” log +! 1 十 log+ а 
n-1 Fai 


B(e,0) 


C(0) log tt +D(e.0) 


ГЕ 


a-i Tô 
< 人 2rn+1 ) 4 тыл. 
进一步 注意 到 


1 о o 
= — (Orati Orn) E> Eg А 


rn+1 _ -2 -2 
-1 = riy а +) = та +n) "< эл у 


Fa-1 
T(t f) жт ">т arge”, 


则 得 到 


一 2 十 8 


[f(z)—ails exp facea. п) 


(1 ~ 206 — »- 24an - 2 
- В (е, 0, о, т, б)» 。 
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再 根据 ?的 选取 , 我们 有 


Tnn 24n 2 
Е LEETE " -n} <- 0, 
o CD 3 


24 
(1—2) (ит) -L р>. 
O 2 
于 是 


H 


(2) —a, | «ета. (5. 23) 


另 一 方面 ,因为 有 
+1 К 
mes] NEO H3 > 


FR LA TE E — Gazo = t,, elo, eeEnt1f) КЛ +3, Orpa + 3], 
使 得 
1 д 


log GO al > 4 T(t,, J) 


ó 
(20) а < eE 720. 


于 是 ,结合 {5. 23) 式 ,我 们 判定 
|а—а,|<|/(%)—а,| + |f(zo)—a,| 


u. 
2 


ó 
<e "rti + e & Tü + r) - 


因此 ,只 要 no 充分 大 , 4 n> no В, ба, =a, 从 而 导出 矛盾 . 
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2)а>ЗЖК,, =, +1, 51. 

类 似 于 定理 5.4 证 明 中 (4) 节 情况 2) 的 讨论 ,只 要 no 充分 大 ， 
34 nzn if 48 a, =а, 从 而 导出 矛盾 . 

3)q4>2 7L „+, 交 于 A(O, -1 +36, Ü „+1 Зеф", 25,1). 

类 似 于 引 理 5.4 的 证 明 , 只 要 no 充分 大 , nzn 时, 必 有 a 
=b, 从 而 导出 矛盾 . 

4)а4=2 Ж К,,=К,,+1+1. 

首先 , 类 似 于 情况 1) 的 讨论 ,对 于 位 在 HO04,,+2s, Orati 
— 2,7,1, 2ro+1) 上 的 点 z 有 


d 


(2) а <e m+. (5. 24) 


特别 地 , 当 zeA(p -2г, n-i r+1 ) 时 ,有 


r. 
lf(z)—a,|<e "+, 


以 及 当 zeA( ati — 26, 7,1, + 1) BF, Н 
4 
|f(z)—a,| <е "a+. 
其 次 , 我 们 有 
тез {ENLO + 3е, 6, _3e]}> 人 
t kint+l > Rint1ltl 2 24 ' 
于 是 类 似 于 定理 5.4 证 明 中 (4) 节 情况 1) 的 讨论 , ze Ө, 
+ 25, 0, + 一 25m-12r+i) 时 ,我 们 得 到 


(2) а е, . (5. 25) 
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特别 地 当 zeA(0 ,一 26;m -um+i) 时 ,有 
[f(z2) -a lge nmr. 
以 及 当 zeA(8 +257, 1, 7+1), 9 


Fe) сае. 
另外 ,只 要 no 充分 大 ,应 用 Poisson-Jensen 公式 ,我 们 判定 
log М (ғ, 1, f— a1) < 3T(2r,_1, f—ai) 
< 3{Т(25,_1, f) +108 М + 1062) <ғ2+", 
log M (mr 7—41) < 51. 


现在 ,应 用 引 理 2. 10, 当 ze ГӨ, 28,0, +28im) 时 ,我 们 得 到 


kin 


(2) 
ogift) а 1 =; 
(1-66) 
T, 
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т п+1› 
(二 
РЕЧ 
4р, 4 
log 0а [1 - 
n(l—r 2 ) 
4r, н qr 402" 
7 一 ( +) 十 一 
л(1—г„ =i r(1—r, 
4 e +(4+ 71 +). 
二 一 一 一 一 一 一 п 
л(1—г*°) 
注意 到 只 要 n, ЖУ? я >п, 时 ,有 
4r 和 а | 
1 一 一 “a P” , 
nr(1—r, 2) л(1—г, že ) 
以 及 根据 和 的 选取 ,我 们 有 


л! 3 3 1 
一 一 一 s-h- є—-—4—1, 
Je +4+ 2 4 > +4+n > 4—1 


л 


Т 3 3 1 
Je +(A+n)(1+mn) <-> 4- 5 +¿+n< > 4-1 . 
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于 是 ,我 们 判定 
log |f (z)-a |< -rf +1. (5. 26) 
类 似 地 , 当 ze Г(0, +1 — 2, Ө, +i+285m) 时 ,我 们 判定 
log |f (z2)-a |< r +1. (5. 27) 
因此 ,根据 (5. 24) 一 (5.27) 式 ,我 们 得 到 
log | M (r, fa) < rf, +1. 


如 果 存 在 一 个 整数 序列 (m= 1， 2, ©), 使 得 Ki 一 Am +1(т 
=1, 2, <), 则 有 


о,» 
log М (т 7—4) < – -у-г„,у+1(т=1,2,--.), 


于 是 ,我 们 判定 /(z) =а,, 从 而 导出 矛盾 . 

现在 , 我 们 命 k,=ki,(n=no,no+1,…). 于 是 对 于 每 个 
{Ё п(п>л,), 4,(0,,) ЖТД, (0, ), 以 及 As(0，+1) 必 定 重 
AFA) HES (z) Æ @(Ө,, + 26, Ok +1726) E — k Hb ik S 
于 值 a, Вра, 是 f(z) 的 一 个 渐 近 值 .但 是 这 与 a 不 是 渐 近 值 的 假设 
相 矛 盾 , 从 而 证 明了 了 p=. 

(4) ШЕН А = д. 

1) 根据 假设 2p 一 了 十 1= q, 对 于 每 个 值 n (п = по, по + 1, 5) 
相应 的 两 个 Julia 方向 集合 { А„ (0), Aa (B. a i) |i= 1,2, ~ р) 
F {As (0, +) lJ = 1, 2, р 之 间 必 定 有 且 恰 有 条 Julia 方向 相 
重合 .再 注意 到 p = |, 类 似 于 定理 5.4 证 明 中 (6) 节 的 讨论 ,我 们 进 
一 步 判 定 每 对 Julia 方 向 {A. (0, ), A. (Orpa) (i= 1,2,.... p) 和 
ЖА (А, (6,01) 17 = 1,2,…, 1} 之 间 必 定 有 且 恰恰 有 一 条 Julia 方 
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向 相 重 合 . 

以 下 , 我 们 证 明 k, = kingi (i= 1,2,-…, pin = no,no + 1, --:). 
事实 上 ,如 果 不 然 ,我 们 只 需 考虑 下 述 岂 种 典型 情况 : 

(i)q=2. 

在 这 种 情况 下 , 必 有 = L. 于 是 类 似 于 (3) 中 情况 1) 的 讨论 ， 
我 们 可 以 证 明 存 在 一 整数 序列 mm (m = 1,2,…), Ж ФК, = у 
+1(n=12…), 同 时 有 


log М(т„ 一 41) < -iri +1 (т = 1, 2, -…). 
因此 ,我 们 判定 f(z) =a, 从 而 导出 矛盾 . 

(i )q > ЗЖК,, = k¿,+ К, = kinsi + IAF). 

类 似 于 (3) 中 情况 1) 和 2) 的 讨论 ,我 们 判定 a, = ar, 从 而 导出 
ï JE. 

(й) д> ЗК, = kpi t 1, Ukat l= k, i+ 1 (j 2 j). 

类 似 于 (3) 中 情况 1) 和 定理 5.4 证 明 中 (6) 节 的 讨论 我 们 判 
定 包 和 六 :是非 判别 的 新 近 值 ,从 而 导出 矛盾 . 

(iv )q > ЗК, = Кы, + 1, МАК, + 1 =k, + + 1. 

首先 , 在 集合 {As Opp D = 12.1) 中 ,必定 存在 - 
条 Julia 方向 A (б, pa tA), 使 得 Ah CORNE ЖАРА, (9...) 
或 A (бу, |+), 类似 于 (3) 中 情况 1) 和 4) 的 讨论 以 及 引 理 5. 4 的 
证 明 , 我 们 可 以 判定 bj 和 b, 是 非 判 别 渐 近 值 ,从 而 导出 矛盾 . 

Ж 在, Ek = К, (1 <і<ри= по, по + 1,-), 则 f(z) 在 22 
(0, + 2,0,4, 一 22) (1<і<р) 上 -- 致 地 趋 近 于 ai 特别 地 ,在 2 
(б, + 2в, б, 1 – 26) (1 < igp) 上 存在 一 条 定 值 路 径 Li, 使 得 


Jim f (z) =a; 


РЕЯ 
我 们 不 妨 假定 L; (1 <ї< р) 和 定 值 路 径 工 ;定义 同一 个 渐 近 值 , 即 
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fla, = Б, (i= 1,2,..…, p). 

2) 现在 ,我 们 证 明 只 要 no S r K.L (p+ 1 < i< D AE 
Їй] |2| < г, 外 的 部 份 ,必定 整个 地 位 在 某 个 AO, 一 38 0, + 3; 
mm F oo) (1 <k < q,k, К, К К +1, 12... p) 的 内 
部 .事实 上 , 如 果 不 然 , 则 必定 存在 值 n, n> по, 使 得 工 ) 必定 交 于 某 个 
闭 域 P(O, + 3e, Okri — Зет", 2г,) (1 <<). РКК, 或 
kt l =k, 我 们 КК. B IRA) B F {A (0,). 
A, (Opra) 12 1.2... p) S [A,(0.. i) =1,2,-,1}. T E, 
类 似 于 定理 5.4 证 明 中 (3) 节 的 讨论 ,我们 可 以 判定 by 和 某 个 
ali < i<p) 是 非 判 别 浙 近 值 或 b) 和 某 个 by(p+1<i<bi j) 
是 非 判 别 浙 近 值 , 从 而 导出 矛盾 .最 后 ,1 一 p 个 域 Q(9, — 38,0,. 
+35mo + со) (j= р +1,p 十 2,…, 儿 是 相互 判别 的 . 

3) 现在 ,我 们 证 明 4 = и. | 

KAS) 以 о ж 51А, ЖАНУ St ó( co, f) = 1, 所 以 根据 引 
理 2.3( 置 其 中 的 hh =0) 和 引 理 3.9 (EJEPA k = 24, о = 1082), 
我 们 判定 存在 两 个 序列 R% ЖП К, 使 得 


lim 1281047) _ 


4 
m— + o ІорК;, , 


К < Е, < 2R,, 
ЕЕ А, RA HR: 置 
E„ = Е{@|!ое|/( В„е) | >T TR f), 0< 0 < 2л), (5.28) 
则 有 
mesE, > K, K = (л) > 0. 


其 中 让 是 依赖 于 级 ,但 与 m 无 关 的 常数 . 
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对 于 e 的 选取 ,我们 作 进 一 步 的 要 求 ， Е < 一 一 + 于 是 在 4 个 区 


BJ CO, + 3e, 0 一 35] (k= 1,2, q) PEDE 个 区 间 [Ө,„ 
+ 3e, б, +1 一 3], 使 得 
k 


mes (E, E Orm + 3e, 0, +17 36] ) 2 2 


к 


我 们 不 妨 假定 k= kari (т = 1,2, …). 否则 ,只 要 选取 一 个 子 序 
列 . 

以 下 ,我 们 区 分 三 种 情况 讨论 : 

(1)4=1. 


首先 ,根据 定理 2.17 的 系 2, 我 们 判定 1 < y Ruc, 根据 假设 2p 


та не 于 是 根据 定理 4 4 的 系 ,我 们 判定 /> M 


ERIA å = и. 
(1)9 = 2. | 
根据 条 件 2p — +1 = q, 我 们 判定 仅仅 两 种 情况 可 能 发 生 : 
і)р=1= 1. 
不 妨 假定 
lim f(z) =a, (5.29) 
ze BO +209) 20 
于 是 ,只 能 有 


| K 
mes { E,()Y[0, + 3, 0,— 3] } > 本 m= 1,2, =, 


其 中 6, = 0, + 2л. 以 下 ,我 们 证 明 4 <s— 事实 上 , 如 果 不 
3 一 “2 一 


- 467 - 


然 , 则 有 4 > о. 因为 /(z) 在 Q(0,,03) 上 没有 Julia 方向 ， 
3 一 "2 一 
所 以 根据 引 理 2 10, 我 们 有 


03—0 Ө,—@ 
log" ов? m{ oí — 3 — ье, — 2 _ sa). 


lim 2 2 
к log К 
л 
么 一 一 一 一 一 . 
0, — 0, — 8 
进一步 根据 (5 28) 式 ,我 们 判定 1 < 一 一 一, 从 而 导出 耶 盾 . 
з “2 一 


另 一 方面 ,根据 (5. 29) 式 ,特别 地 有 


Hm f(z)=a, lm Ј(2) = ai. 
{2{—> + оо 121» + о 
2єА(6 + 2e) zeA(92 — 2e) 


М = (2) | 


sup 
zeA(0, + 2) Ala — 2) 
和 取 一 点 zo = Ке, pe Enf) CO + 2е,0,— 28], 使 得 


log|f(zo)| > Т(В„/) > 1 + 2logM. (5.30) 


应 用 引 理 2. 9, 我 们 有 


x 
|Zo] \83 一 92+4e 
R 


Ч 
Іор |7 (20) 1 < 2108 M + 


2л 
63 -êz +4 


x log M(R. f). 
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进一步 根据 (5. 30) 式 ,我 们 判定 


x < lim loglog M (R, f) _ 
0, — 9a + 4E Roto log R 
或 
Z < 0, — 0, + 4. 
и 


另 一 方面 ,我 们 有 二 > 0, — 0, — z. TE ST + Se. 因为 可 以 选 


ЕЛА, AVA 2 < р, ВАА = r. 

н) /= 2. 

在 这 种 情况 下 , 两 条 路 径 Li M L MER Iz) < rn 外 部 分 , 必 
x r y| f (£ OQ (0, — 3e, 0, + Зе; mo + ©) #lQ(0, — 3,0 + Зе; 
mo + oo) 的 内 部 ,于 是 类 似 于 (1) 的 讨论 ,我 们 可 以 羯 定 4 = и. 

ii) q > 3. 

A 为 ERO, — 3, 0, + Зет, too) 和 22(9 + — 3, 
Ü, + + Зе; Р, + оо) 内 部 必定 分 别 都 存在 定 值 路 径 , 所 以 我 们 可 以 
类 似 地 判定 4 = и. 于 是 ,定理 5$. 5 完全 得 证 ， 


$5.3. 具有 有 穷 条 Julia 方 向 的 整 函 数 类 "” 


定理 5.6 f(z) E (3F E LU |z] < +оо 土 的 ) 一 个 整 pR 
数 . 记 f(z) 的 Julia 方 向 个 数 为 q, 判别 有 鹤 渐 近 值 个 数 为 有 穷 亏 值 
个 数 为 p. 其 中 了 个 亏 值 同时 是 淅 近 值 .如 果 g < + со, 则 有 


六 一 + ! < 24, 


其 中 4 是 /(z) 的 下 级 ， 
Ш. “u= +o 时 ,定理 $.6 成 立 是 显然 的 .于 是 ,我 们 只 须 考 
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Jn < + oo 时 的 情况 . 

u< + оо Hf, Ж Hq < + co 和 定理 2.17 的 系 1, 我 们 判 
Ef (z) 的 级 4 < + оо. 9 2718, 4 p — F = ОН, ЕНЕ 4. 7 我 们 
判定 定理 $5.6 成 立 . 于 是 我 们 只 需 考虑 p -上 > 1688 0 . 当 


р г> 1 时 ,根据 定理 4.4 的 系 , 我 们 判定 下 级 > 


以 下 , 我们 只 需 证 明 当 了 < As< 1 < + o р I > 1, Ж 


理 5.6 成 立 . 事 实 上 ,如果 不 然 , 则 存在 整数 pi, 1 < pi S p—,pi < 
+ oo 和 整数 1 ,0 < l, < 1,1, < + co, 使 得 


Рр,+1>[2и]+1. 


(1) 我 们 选取 pi 个 f(z) 的 非 渐 近 值 亏 值 a(i = 1, 2, ---, р), Ж 
ЖУ 5 8 0(а,/) = б; > 0, ARL +f (z) 的 判别 有 穷 浙 近 值 bp,(j 
= 1,2, +, l), 其 相应 定 值 路 径 为 Lj. 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假 
设 Lj(1 <j <<1) 是 一 条 始 自 原点 趋 于 oo 的 简单 连续 曲线 ,同时 在 
М |z| < 2 内 部 份 为 直线 段 , ЖН 条 曲线 Lj;( = 1, 2,1) 除 原 
点 外 彼此 无 交点 ,上 和 Ljri (1 <j < lg Lar = Li) 是 相 邻 的 , 界 
а-ар, E 


Mo= sup |/(2)| < + о, (5. 32) 
2% "Lj 

M, = тах (1, Ja; |, = la, ls Ibi ls 16, }, (5. 33) 

М, = 


min {1, la, — arl, lb, — Б, ja; — b;l {1 <i 
zi <р. l Sj#j <l bb). (5.34) 


根据 定理 4. 3, 我 们 判定 在 D; (1 < j < 1,) 内 存在 一 条 伸展 到 oo 的 连 
续 曲 线 Г, 使 得 
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. loglogl/(z)1 1 
mn. Тов |2 | z (5. 35) 


ze Jj 


于 是 ,我 们 可 以 在 万 (LI<sjsh) 上 选取 一 点 z/， 和 使 
得 |f(z)1 > Mo. E 


го = тах { |271, |251, =s lza |). 


当 r> m0 时, 记 D (I <j<!,) WERA |z| <? 内 且 含 有 点 2 的 连通 
分 支 为 Q (r) 和 注意 到 
M(f (r) (Y(1z|=r)fy= ma |7(2)1, 


ze nAz = г 
j= 1, 2, КЕС h, 


WMZ [\(12| =r),f) (<<) Ærir > ro) 的 单调 递增 
函数 , 并且 根 据 (5. 35) RA 
lim loglog M [ 02 (r) (121 = r), f) > 


r + logr 


(5.36) 


另 一 方面 , 我 们 在 Dj 门 (|z| =1)(1<j<l) Е 8 z. 然后 根 
据 连 通 性 ,在 D (1 <j < 4) 内 存在 一 条 连接 点 乡 和 式 的 曲线 L; 我 
ERÈ ro ro > ro 使 得 4, RHR L O= 1,2,…, 1 ) 均 位 在 加 |2] 
<r 内 且 含 有 点 zf 的 连通 分 支 即 是 0(r). 记 Lj(1 <j <1,) f T 
原点 z = 0 和 它 与 圆周 1z| = 的 第 一 个 交点 间 的 部 分 为 Lj(7)， 
MU L,(r) fü L, (r) 在 国 1z| <r 内 界 图 一 个 单 连通 区 域 D,(r). BB 
显 地 , Är > гв, A Q, (r) cDj(7) G = 1,2, + l) 

(2) i f(z) BJ q Јона т 9 A(0,) (k = 1, 2, -..-, g; 0 < 0, 
< 0, <... < 0, < 2л). Ë 


w = min (si — 0) a1 = 0, + 2л, 
1 < 大 


$ = min {6б}. 


1<i<pi 
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任意 取 定 一 个 数 小 


(CO 


2(31 х 32 + 84) я 


0 < 1 < 


和 数 ro, ro > r, 然后 我 们 构造 序列 rm = ты”, т = 1,2, … 根据 
引 理 2.4 ( 置 其 中 的 h, = 0) 和 引 理 3. 9( 置 其 中 的 c = log2) 存在 整 
то, то 2 2 使 得 当 r 之 r, 时 ,有 


T(r,f) < ^+" log М (r, f) <", (5. 37) 
T(r,f) 2 rt", (5.38) 


以 及 当 m > mo 时 ， 在 区 间 [г 27111] hFE tm 使 得 集合 


$ 
Іор l > r, D.0 <0 <21}, 


lf (tme®) — а, | 4 
(1 = 1, 2, МА Р.) 


Е, (т) = Efo 


的 测度 
mesEi(tn) > K = K(ô, å, pan) > 0. 


最 后 ,我 们 再 取 定 一 个 数 6， 


0 < £ < min mm K ы 
24(5+1), 129° 40 


жй 0 Ú 000, + e besi 一 6), 则 根据 定理 2. 13 和 有 限 覆盖 定 
k=1 


H, 存在 两 个 判别 有 穷 值 wx 和 及 使 得 


ра ls "© f= Х) 


= x = . 
r+ o logr 0, ъв 
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TRAERLO < d < T 使 得 w В 和 со 间 的 相互 球 距 均 大 于 亏 


(3) Ж m > mo 时 , 根据 & 的 选取 ,对 于 每 一 个 值 i(1 < i < p), 
在 q TRE Elta) [LOk + 36, 0+1 — 36] (К = 1,2,-…,9) P: ED 
存在 一 个 集合 E(tm) 门 C96 +38, bei — 3E] (1 < К, < а), 8 


K 
mes { E; (tm) (0+3, Ө, +1 —3E] } > > `: 


1 
再 根据 (5. 38) 式 和 的 选取 ,应 用 引 理 5.2, 置 其 中 的 6= 2 (0+1 
—=б,,)—,Кү=„- ү, К=1,, Ra=tnty Ez=E {tpe |фєЕ(„) f) 


K ' $ 
[0,,+ 3, Ө, +, 3] }, H= >. ‚=а, N= T(tm f) 和 vy 


24 2° 
=0, Ж RIII E ff ТЕ (È ту, m, >т, БЕ {82% т>т, 和 ze f) (0, +2», 
Orisi — 281, 1 tm+1) 时 ,有 


log |f (2) а < А (ти, f), (5.39) 


Hp А>0 8 p тж Ж.® 


s= et, u. Ө т Р), 


则 存在 值 m,， m, >т, 使 得 当 т>т, 时 ,有 
< 二 Ma<1 . (5.40) 


F AE, Р, 个 集合 000, + 2e, Okiti 2E m-i tm+1) (i= 1, 2, …, рі) 是 
相互 判别 的 ， 

ie L (1<j<l,) fr FE Hj |2| = 如 -ii 的 最 后 一 个 交点 和 与 
圆周 |z| =г„,, 的 第 一 个 交点 间 部 分 为 Ljm 条 曲线 Lj,(j 
=1,2,-…. 上 1) 分 制 圆 环 Cnitw-1<1z|<im+i Ж + É KD, Ü 
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=1, 2, с» L ) 并且 L jm M L i. im ED В Я АБУР. Ж. 


є„= max { sup |/(2)—Ь,|}, (5.41) 


1<j<l, ze L;( cm 
Ч m> + co 时 有 a2 一 0. 于 是 , 存在 值 ms, m; 2 m, (8 8 24 m2 ms 
时 , 有 


1 
Em < 4 M, <l. (5.42) 


яж. Ж m (terus arsa) 或 者 整个 地 位 
fED,,(1<j<l) W, 或 者 与 Di X Ж. 05 (0<5<р) 
个 A( „1,2, 位 在 Dw 内 , 则 Din 被 分 
割 为 5j+1 个 域 Di, (v=1,2,…, зу 1). 我 们 假设 Ljm 是 Djm 的 边 
界 部 分 和 Lwin 是 Djmj + 的 边界 部 分 .明显 地 有 站 sj 一 

(4) 我 们 证 明 , 如 Ж#15,40(1<у<[,), 则 "4 m 充分 大 时 ， 
TE D „(бе tm < |z| е2) (1<v<sj+1) 中 存在 一 个 点 zjm, 和 
一 个 与 m 无 关 的 常数 4> 0, 使 得 

log |S Zimy) 12 AT(t,, f) ` 

事实 上 ,我 们 只 需 考 虑 一 种 典型 情况 , 即 对 区 域 Dj ,1 进行 证 
明 .注意 到 Бут 是 Drt 的 边界 部 分 .另外 ， 
设 A( йе, п) каар, 的 另 一 边界 部 分 . 
Ж#Н у т>2т, 和 ze 0(0, + 26, 0, — 26;1,, 1, +1), Ж 


31+8л 


log |f (2) –а:1 < Іова, = -Aty о + Ttm f) 
(1р). (5. 43) 


474. 


其 中 4>0 是 与 m 无 关 的 常数 .根据 (5.40) 一 (5.43) 式 , RTIA 
E Lirim 不 能 交 于 000+ 26, 04431 一 28; tn ща). 

1) 我 们 进一步 证 明 工 j,;, 1 不 能 整个 地 位 在 人 22 (9141 一 36 Ok+1 
+ 3; tmo tme D) 内 .事实 上 ,如果 不 然 , 设 Ljyinm HIA(8,. | — 38; 
tm Emei) ÆR Cn 内 界 轿 一 个 区 域 с RO – 3е, Ө, + 38; 
tm Imri) ARA (Oksi —38; „|, tme) SAIZ) Stn- 的 交点 
为 41, 51 2 |= tm E A Bi, L, ia SWAI = t, -1 的 交点 
为 4,, 与 圆周 1z|= 吕 + 的 交点 为 Bz. 再 假设 共 形 映照 [=@(z) 将 人 2 
变 为 (平面 上 的 区 域 人 (B31 一 36, 0.438; tm- Eni), 
ЖА, А), Bi, В, 分 别 变 为 Htp et1 739, ү уейк+ +39), 
ta e kti 和 ppe ttn 则 根据 引 理 2.10 我 们 判 
E tasi imi EgO = (фт (С) ), 则 根据 (5.33) 和 (5. 43) R, 
当 5sAr(p 一 38 tm- ima) 8, Н 


log lg(¢)|=loglf(z)|<10g’ |/(2)—а| + log* |а,| + 1082 
< logen + log М, + log2= log2M,. 
另 一 方面 ,根据 (S$S. 33) (5. 41) =, 当 teA (Orti +36; tn 1 th+1) 
时 ,有 
log |g (%7) 1 = lo0g 17(2) 1 


<log*|f(z)—bjrilt+ log* |bj+i| + log2 


<log'e/+ log M, + log2= log2M,. 
另外 , 存在 值 ms m, Z m, 使 得 当 m 之 ms BF, 有 tt <e tme tn 


< tt 于 是 ,我 们 应 用 引 理 2. 10 可 以 判定 , сє 0, (0, , – 3, 
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Orii +36;е7 im estm) 时 ,有 


1-1 бе 
(е) 
log |g(() | <2log2M; + 


(har) ) 
t+1 
进一步 根据 (5. 37) 式 和 & 的 选取 ,存在 值 ms, ms >m, E1 т> т; 
和 te 0,(0,. , – 3, 0,.,+35е rt ез" ) BF, A 
log |9(5) | <2log2M, +1, 


jg (C) 1 <s4eM: . 
明显 地 , 存在 值 ms, m >т, 使 得 当 m 之 me 时 ,有 ` 
(M, +4еМ2) (3 +273) < M3. 


于 是 , 借助 于 变换 上 = etn 1, 应 用 引 理 3. 2, RIFE а, = Б, 从 而 

导出 矛盾 . | 
2){ПИШЕНН? т ЕУ КЕТ, Lirim 也 不 能 交 于 000, , 1 +36, 0,2 

— 36;1-1, +1): 事实 上 ,如 果 不 然 , 则 根据 (5. 33) 式 , 应 用 引 


1 
理 5. 2, 置 其 中 00= -5 (0..2 —0,.+1) 一 5 R, ,=t,- 1, R=t,, К, 


Е 


2 „a=b N=0 Ж у =0, 我 们 判定 存 


在 {Ё m, m, > m, 使 得 “т> ту Fize TNO, + 2, 0, , — 26; 
tm- tm+i) 时 ,有 


一 fm+1l， Е = 1 уу Н => 
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log |f (z) | < log* [7(2) —2,.,1+ logt 1b)| +log2 


31x24 
< A > +40) 7 


其 中 4>0 是 与 m 无关 的 常数 .特别 地 , 当 zeA(6 十 3e，f 1 
tm+1 ) 时 ,有 


31x21x 


log |f (2) | < Atp, +40)", 


另 一 方面 ,根据 (5.33) 和 (5.43) 式 , 当 zsA(b 1—36, tmon ime) 
时 ,有 


log | f (2) | < log2M;, . 


类 似 地 , 应 用 引 理 2.10, 4 m2z m, 和 ze 0(0,,, — 3e, 0, , , + 3; 
eT? ta eta) 时, 有 


31 x 24x 


log |f (z)|<At ç +40)7 + log2M, + 1. 


进一步 ， 当 ZE A(O — 4e, 0,4; +4; е Уч Stn) A 


31*24 
( о Z 


If (2) |< exp {Atr 


FEH 


+40)" | log2M, +1} | 


I . 
¿= т (logz—logt,—i0,,,) 


和 置 g(4)=f(z), Wg) Ж |{|<1 上 全 纯 , Г(0,..— 3 0,., 


—2в) ЕЖЕ ЕШШ E A FEIC < — 内 -如果 取 1= L 


则 EE 不 能 被 包含 在 欧 氏 半径 之 和 不 超过 2eh h — 5 NJ IÑ . 根 
据 (5. 43) 式 , 当 teE 时 ,有 
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Ig) а < exp { -Atg o +D Ttm /)}. 


Ж 据 (5.33) Җ 和 1 的 选取 ,应 用 定理 5.2, 置 其 中 的 M 


31*24r 


_ n 315 Br )" 
= exp {At a +40) +log2M, +1), а=а, № = At; Í ° t! 


x T(t,, f), теге, 我 们 判定 存在 值 ms, m, 之 m; 使 得 当 m 之 ms 


3 
和 | 和 于 时 ,有 


31х8я 


log 1904) -a| < -Aty ә +1)" түг, f), 


其 中 4>0 是 与 m 无 关 的 常数 .特别 地 , 34 m2 ms, #lze Or 
+ 2, 0... 1 十 36, fm) 时 ,有 


31 x 8x 


log |/(:)—а|<—Аг С» +1)" Tt, f), A>0. 


类 似 地 , 应 用 引 理 5. 2, 我 们 判定 存在 值 mo, mo 2 ms 48 4 т> то 
和 ze 9(0,.; + 2=, 0, — 2Е;1,,_ 1, tm+1) 时 ,有 


31x SF 


17(2) –а| «ехр{ -Atp C e +)" Т f) } <+ . 


RÆ Ljtims +38, Orta 3E tm- ta 4) 上 取 一 点 zo. FR 
后 根据 (5. 34), (5. 41) 和 (5. 42) 式 有 


M,<la—b;, |< 1f(zo)—a| +17 (20) 6..1 


1 1 1 
<y M2+ r М:= 7 Мз, 


即 是 导出 矛盾 . 
3) 假 设 Ljiin КЗ T (Ө, —3е, Ө, ,,—3в;„_,,„+,)(2<5 
<q), 但 是 交 于 0(0,,,— 3, Ө, ,,, ү 3е;1,,_ у, imti) 我 们 证 明 当 m 
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充分 大 时 , ТЕ NAO m 2, Orasi +86;е tm e tn) 内 存在 一 

点 Zz1, fE S|f(2i)—-al>1 事实 上 , 如 果 不 然 , 则 当 ze 0(0,., 
— 2e, Opps- HBE eT O tn etn) t, ж 

log|/(z)—a,| <0. (5. 44) 

根 {Е(5. 38) 式 和 7 的 选取 ,应 用 引 理 42, 置 其 中 的 0 

= y (0-0) —s R =e, R= tn R, ез0, Ea E [telo 


eE, (im) [6 +38,0,, —3e]), H= >T 

a =a, N= Tü, f) 和 v=0, 我 们 判定 存在 值 mio， mio 之 mg 使 得 

当 m>mio 和 ze O(0, + 2, Ө, 2g:e-3o4 ，e3o4 ) 时 ,有 
log|f(z)—a,| < —AT(t,, f) , 


Жр A>0 E Ej m ЖЖ РЬ, {лє A(0,.. :一 25 e tn 
etn) t A 


log |f (2)—ail S—-AT(tæ f) - (5. 45) 
作 变 换 
1 
= тог {10877 logtn—i(O.+1—28))} 


和 置 g (4)=f(z), 则 g (<) 在 上 半圆 : || <1 和 1mt>0 内 全 纯 , 并 根 
据 (5. 44) 有 


log |9(4) –а;1 <0, 
以 及 根据 (5. 45) 2, 34 || <1 和 715=0 时 有 
log |g(£)—a,| < -AT (tæ f). 
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进步 应 用 引 理 3. 2 RAEM — farg(= 工时 ,有 


ов 1900) -a;l < + (Ати, /)) < АТО, f), A>0. 


FÆ, Ч m2m i #lze T(r, +22, Ө, + 36;1,,) PF, A 


log | 7(2) а: < — AT(t,, f) , 
其 中 4>0 是 与 m 无 关 的 常数 .类 似 地 ,应 用 引 理 5. 2, 我 们 判定 存在 
{#т,,,т,.2то 使 得 mèm: #flze (X0,,, +286 Ok+2— 285; 
e 30% e304”) 时 ,有 


log |f(z)—al < —AT(t,, f) , 


其 中 4>0 是 与 m 无 关 的 常数 ,重复 上 述 讨论 s 一 1 次 ,我 们 判定 存在 
值 miz,mizz>mil 使 @т>т,, #lze 2(0,,,_; +22, Ok+s— 28; 
e k ез9 ) 时 ， 有 


log |f(z)—al < -—AT(t,, f) , 


其 中 4>0 是 与 m 无 关 的 常数 .再 进一步 应 用 引 理 5. 2, 我 们 判定 
当 m 之 mi2 Mzee O, + ,- +28, Okis- 28;1,,_1, tm+1) 时 ,有 


з1-в» +)" Тг f) ‚ 

其 中 4>0 是 与 m 无 关 的 常数 .以 下 ,类 似 于 1) 和 2) 的 讨论 ,我 们 判 
定 Li+in 不 能 交 于 000, .,— 3, 0,.,+1 —3&;1„-— у, tm+1), 从 而 导出 巴 
А.Е, mam, 时 ,在 22(0 – 2, 0,3. +86; е tm e'ta) 
内 存在 一 点 z1, 使 得 


log |f (z) —a < — Ata! 


|f(z,)—a,| 21. (5. 46) 
我 们 不 妨 假 设 当 zeE (42 一 28, argzi;e tm etn) ВЇ, 9 
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log |f(z)—a| <0. 


另 一 方面 , 根据 上 述 的 讨论 , 我 们 能 看 出 , 如 果 点 zi MER (0, 
— 2e, Өмә +ї—2 е 0%, e tn) (Ls <s—1) 内 , 则 点 z 必定 位 
ФЕ Ө, — 2e, буу, 86е 3091, e304) 内 . 

4) 我 们 证 明 当 m 充分 大 时 ,在 (Ө, у, — 2e, Opte + 188 е 30%, 
e105 ) 内 存在 一 点 Zjmsj+ 1 使 得 


log If (Zimsy+1) | 之 AT(tn, Ј) ? 


其 中 A4>0 是 与 mm 无 关 的 常数 . | 
HA mama Ж гє A(0,...— 26е 30%, е9), Ж 


Іов |f(z)—a,| < —AT(t,, f), А>0. (5. 47) 


其 次 , 取 一 点 Zjmsj+1 € TX Opry — 2, 0 十 18gie-30 e305 ), 使 得 
Щ ze (0, ,„ — 28, Өк, +186;е 3%, е9, 时 ,有 


If (2) —ail < 17 (+1) —ail 。 (5. 48) 
ER 
1 
¿=o {10877 log |2, | —1(б,,,„— 2E) } 
нй 
906) =7(2), gE) =f (21), 


ЖР 是 4 平面 上 点 2 的 像 点 , 则 g (4) 在 上 半圆; |С <1 和 I,t>0 
内 全 纯 , 并 且 根 据 (5. 48 ) 式 有 


log lg(€) –а;| < log (2+1) =al 
另 一 方面 ,根据 ($. 47) 56, 4 || < 111,208, 9 
log 19(5) а, | < —AT(t,, 7), А>0, 
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同时 根据 (5. 46) 式 有 
log |9($,)—@|>0. 


л 
2 , 


ЖЕ |< —-Жага{, = 了 ,应 用 引 理 3. 2 我 们 判定 


1 
0<1ор |9(6,) -a| < log (2а) 91 + (AT, m Л)) 
< log * |f (Zjasy+1 ) | + log2AM ,— AT(t,, Л) А 


其 中 4>0 是 与 mm 无关 的 常数 .于 是 ， F E {В т, 3, ту, 2 mi; 使 得 
ЩЩ т>т\з 时 , 有 


log|7 (Zimt) ZAT wS) 


其 中 4>0 是 与 m 无 关 的 常数 .至 此 ,我 们 证 明了 在 Dims+1 
le 2°, < 1z| Se tmn) ЕТЕ 2а 和 一 个 与 m 无 关 的 常 
数 A >0, 使 得 

log | f (2jm+1) | ZAT (tm f) - (5. 49) 


5) 根 据 上 述 讨 论 , RME H, m 和 (5.49) 式 中 的 值 4 的 确 
定 ,除去 依赖 于 某 些 不 变 参 数 Mo, Mı, Ma, d, б, о, EE 外 ,主要 依赖 
Ts #15, 并 且 * 和 s 的 值 越 大 时 , {Н т, , 越 大 和 值 4 越 小 .但 是 , 对 于 
E + ҖЮО,(1<у<5,+ 1,5550, 1</<), 相应 的 值 s 和 s EJ 
#1<s<s—-1<q<+ со. Wit, {Р ТЕ iË тү, mu, 2 mis 和 值 4o0 
< 40< 1194 т>т, 时 ,有 


log | f (Zime) 12 AoT(t,, f) , 
Z E D iny (е7 29, < 12| Setn) , 
(5. 50) 
у= 1, 2, Sj 十 1 5/70, 
j= 1, 2， en li. 
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К 1 
(5) s 0(1<j<h мек y AoT m F) AoT ttm P) | 


(mama) E TETE fÑ AST m S) 8 43 З LR log | (2) [= AçTír,, f ) 
是 解析 的 .考虑 集合 
E=E{z|log|f(z)|> AoT(t,, f), IZ] <t. i). 


记 含 有 点 zjn, (1 和 vs<si+1) 的 连通 分 支 为 Ome 根据 最 大 模 原理 ， 
我 们 判定 Qi 站 (1z|=tm+1 ) 不 是 空 集 且 含有 内 点 . 

1) 我 们 证 有 明 当 m 充分 大 时 , B Ос Di, (= 1, 2, l; 
у= 1, 2, .-.,5;+1,5,90). 于 是 { Om} EEEX. 

首先 ,根据 pi>1, 三 (z) 至 少 有 两 个 亏 值 al 和 оо. 于 是 根据 引 理 
3.7, ТЕ--1ТЛЕт=т(б(а,, f) ôl, f)), 对 任意 的 值 c 1 <o < 
十 oo 有 


T(ot, f) А 
ту)? 


| 24 А 
но es 则 存在 值 m s ту52 та 833833 т> т, BJ, 
о 


Tu, P) To tm f)> ТОЈ). 
于 是 
дато, y> e Tim /)>3Т(2„-,/) 


> logM (tm-1, f). (5. 51) 
я — 方面， 根据 (3$.39) —(5.42)Җ, #т>т,, 
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по P /0,+0 
和 ze U) L, U а, ЖУ. 
j=1 i=1 


j= 


Іов | f (z) | < 1082М,. 


明显 地 ,存在 值 mj6, mie 之 mis tE т> т, 时 ,有 


AbT im, f) >- TG, f) > 1082М,. (5. 52) 


do q 
4 
于 是 , 根据 (5.51) 和 (5$. 52) R, A K Om 的 定义 ,我 们 判定 
34m2m,s 时 , 有 О, € Dis, 

2) 我 们 证 明 当天 充分 大 时 , 有 О, с D;,(t,,+1)- 首先 , 存在 
fB т,5, т, >т| WFA m2m,. Bf, A 


AST tm m f) > log M. . (5. 53) 

于 是 ,根据 (5. 32) Ж, жп о ту 51,,(0=1,2, 5 h) AX. K 

次 , Ж E Om, C Dimo П E Bm] mt) 0, (121 

=tm+1) =Р,„(\4 |z|=t,+,)=Db,(t,, AQC =tm+1). 另外 , 根 

ж 到 , 门 (1zl=tri) 不 是 空 集 且 含有 内 点 ,我 们 判定 存在 点 
ze Q, [|D (t +). TE, mam: 时 ,有 人 jm C D,(t,, + i). 

Уеа, ван 内 且 含 有 点 zi 的 连通 分 支 

H Om Omn MOm) 彼此 无 交 .再 记 图 周 |z|=r(1zjm,| 

<< р tmi mam) 位 在 О, 内 部 分 的 线性 测度 为 ri,(r). 应 应 


用 定理 3. 1, 我 们 有 1 
AoT(t,, f) Slog | f (Zim) | < — Tü, f) 


一 „р t! __ 1 
++9,/2 ӨЛ} Zimy jm loe m( + 2 7) 


. 484 : 


进一步 ,根据 (5. 50) 式 得 到 


|. = log Т( Р) 
x —— < lo lm+1> 
2e30s TOjmy (T) Ë +! 


54/2 
— log Tltm f) + ов 242. (5. 54) 
о 


4) "4 m>m 时 , 根 据 (5.53) R On, 或 者 整个 地 位 
#o [+ ea) 内 , 或 者 яа(-- а) 无 交 . 假设 存在 
域 mw(1<wW<sj+1), 使 得 О, жле а, + om R 
们 简 记 О, = Об, (r) = gm(r), 则 应 用 定理 3.1 有 


AoT(r,, f) < log | f (zjx)! 


< Ler T(t f) + 9/2 e-i 2 
орм! gf -1 
x log j J 加 +1 N [2] = m+ ‚/ > 
进一步 得 到 


上” йг l l M 
mx -一 一 一 一 乏 joglog 
2.306, rO, (r) 


x faz) Ni =) 
一 oglogM { B, + <) N( 121 т") г) 


54, /2 
+ log 542 . : . (5. 55) 


do 
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5) 假 设 *+1 个 域 O (v 2-65 0юно( tms) 


交 . 首 先 , 任意 取 一 个 值 w1<w 和 sf+l. 然后 我 们 定义 一 个 新 的 
域 О 用 以 取代 Gim, . АЖЖ, 0 m Ж УШТ: 先 取 一 点 
e, md) (1z|=tm), 使 得 


(2) EEM {Dn CZ] =m) f} 


Z jm 


明 显 地 ， 点 zm 是 全 (二 ыы) 的 内 点 .然后 ,在 区 间 


[YM {SI zt = „),/}. VM{O md YZI =m) /}] 
中 取 值 Ас, 使 得 等 位 线 |f(z) 1 一 4 是 解析 的 .考虑 集合 


в-а If (2) 1> 40, 121 < 二 


记 含有 点 zw 的 连通 分 支 为 im 则 根据 最 大 模 原理 ,集合 П„Г\( 1:1 
= 于 t+ 不 是 空 集 且 含有 内 点 . 另 一 方面, 根据 (5.36) 式 ,存在 
tE mis, Mig 2M7 mmg 时 ,有 


А> YM{ Dm) [12] =tm), f} > Mo . 


FTE. “m2m etf., 有 O, n: DELTA B Q. (1<v<s; 


4 
测度 为 rm(r). 应 用 定理 3. 1, RIA 


log M{ B (tm) [Y(1z|=z,), f) = log | f(z;,) | 


二 1) 无 交 . 记 圆周 |z| (а) 位 在 Qim 内 部 分 的 线性 


< logM {T (tm) NN [2] Sta) f ) 
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т+1 dr 
+9V2 e ре rm log М 


1 
x (тыу = тъ) 
进一步 得 到 


到 tm 十 上 dr 
л ———— <loglog M 
2,304 TÜ (r) 


[a(r)i 


— loglog M { B (tm) Q Zl = tm) f 


一 1 
十 log 18, /2 <logiosM| nÍ tn») 


п(11= 5 а) 
— loglog M { G) (tm) (121 tn), S} + log 


于 是 ,我 们 在 形式 上 重新 得 到 了 (5. 55) 式 . 

Sm mams Ж1з,5#0(1<)]<1,)Н], # 1<у›ж#у,<5,+ 1, M 
取 (5. 54); Ф у= у ШН (5. 55) 式 . 

(6) #&5/=0(1</</,). 类 似 地 , 我们 可 以 定义 区 域 人 2; 


= (о) us.) еро. msn Ft 


imti dr 
| —— < loglog М 
2.308, г. (r) 
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а(н) 
一 loglog M { B (tmd) (012 =), f) 


+ log 5342 (5. 56) 
Ao 


(7) 根据 上 述 的 讨论 , 我 们 看 出 当 m>mis 和 2t, <r 


Sg irta 时 ,车 记 
>. Ө. (r) = У Om (т) +, Зы fmC) > 
11, 1849: 
nA 


у Omt 047) S2. 


1<j sf 


SO 
1 <уяуу<5;+1 


于 是 ,我 们 得 到 


1 
1 1 2— O im (r 一 一 一 -一 一 -一 
(р +l ) | D VOme (r) 00 


зж O 
1<ужур<5у + 1 


1 2 
тош, У ve ” () Om (r) | 


1 1 
< 2л —— + t, 
| ‚д O im (r) „х, O im (r) | 


53% 
1l<vwvj<s;+ 1 


im+1 dr 
2 
> (p +h) | < 
2е3%„ T п 


о ъа 
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| dr y | dr 

л —— + л ——. 
2e30sr TO im (r) 1</<1 2е308,, rO, (r) 
进一步 ,根据 {5. 54) — (5. 56) 式 导出 


1 t є 
5 (р. +Í, “( юв" — log 8639 ) 


54. /2 
<р, (log T(t,, i, f) — log T(t,, f)) +P: ов 572. 


+ PR22221 о) = теч) л) 
一 losos] ní + +. )n( [2| = T+) л 


54. /2 
+1, ов 2. (5. 57) 


0 


现在 , 设 序列 К„(п=1, 2, …) 满 足下 述 条 件 : 


lim LETRA) _ 
n>+o ОЕК, 


对 于 每 个 充分 大 的 值 n, 存在 值 m。 使 得 
tm -1<R,<tn . (5. 58) 


于 是 ,我 们 有 


н 2 


2 
G +n) = 
Fo " =r,,- i St, -1 SR, , 


log log R,— log logro 
< . 
m (Ту tl! (5. 59) 
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1 
2т„-2 一 一 一 1 
br -( T) +m (254+) атэ 
1 1 
ТЕТУ 1 1 3 
“(т)” Жү a(g R) (5. 60) 


т = тув, mig 十 1,…, mn 一 2 则 根据 (5.57) 一 (5. 60) 式 ,我 们 
得 到 


1 | t, — e 
> (р, +1, ho a 一 (m,—mig—1) log 8e°° | 


mig 


<р, (Пов T(t -1 f) — log Tlim p f) ) 


+ È Повювм (tn -1 (11) 7) 
1 1 
一 oglogM 2, „(1 = ти) 11 


54 2 
+ (р, +1) (т, тув 1) iog 62. 


0 


> 


1 1 
T +T sn log2 


1 
(1+n)° " (I+n)° 


— logt 


log log К„— log logro t 
— n l 8 30 
mig 2log (1+) ове 


< (р, +1,)1о8Т(К,, /) +1,1083+ (p, +1) 


<Í log log R,— log logro +1)iog 542 | 


2log (I +n) o 
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M log R REFARI. Rim п + оо, 我 们 判定 


(Pi 十 五) 
2(1+n)° 


<(р,+Һ)и, 
(р,+1,)<2(1+1)?и. 
最 后 命 n 一 0, 则 得 
Р\+1,&<2ц. 


但 是 ,这 与 (5. 31) 式 相 矛 盾 . 于 是 ,定理 5.6 完 全 得 证 . 


$5.4. 极 值 长 度 和 лыо 偏差 定理 


5.4.1. RAKE 


设 丁 表示 开平 面 |z| < + oo 上 的 一 族 曲 线 .每 个 ye 厂 是 由 可 数 
ЛЭР, 闭 弧 或 闭 曲线 所 组 成 ,同时 每 个 闭 子 弧 都 是 可 求 长 的 . 

设 p(z) 是 定义 在 全 平面 lz| < + оо 上 的 实 值 函 数 ,如 果 p(z) (2 
=х+іу) ЖА FERH : 

(1)p(z)>0 uM Ж. 


(2)A(p)= || р? (2)ахӣу%0, co , 则 称 p(z) 是 可 充 许 函数 . 


{т} < + 
对 于 一 个 可 允许 函数 p(z), 如 果 p(z) 作 为 ?的 弧 长 的 函数 是 可 
测 的 , 则 定义 


btp)=| ола . 


1 本 节 主 要 内 容 引 自 文 [ 1e, (1. 
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否则 ,定义 上 Ly(p)= + оо. 进一步 置 
(Гр) = if Ly(p) 
Ye Г 


和 定义 
L2(L. p) 


АГ) =P O) ， 


其 中 的 p 取 全 体 可 人 允许 函数 .以 后 ,我 们 称 4( 厂 ) 为 ГЕНИ. 


定理 5.7 w R 每 Treh 都 包 会 — 个 yi єп, 则 
ABAD) >A). 
Lr (p)<L,, (p) , 
І(П,р)<1(Г,р). 
TA (L) <4( TD). 
ЙІ. 设 R 表 示 一 个 长 为 a>0, 宽 为 b>0 的 闭 矩形 , TEER 


上 连接 长 度 为 b 的 两 个 对 边 的 全 部 弧 线 集合 .于 是 对 于 任何 一 个 可 允 
HAX p, 我 们 有 


(Гр) < [рожа 
о 


pL (rp) < [focx iacay, 
R 


b2L2( Г; p) <ab | |přäxdy<aba co), 
R 


1?(Гр) a 
Alp) bi 
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БИЖ. А( Г) < 二 另 一 方面 ,我 们 取 


1 zeR 
| ， 
207) 10 ZER, 


WALI p)=a 和 A4(p)=ab. Ë АГ) >. 于 是 , 我 们 
а 
b 

H2 i PE HIBLEr < |г| <r, B 3 Л 121 =г, 
和 |z| =, 的 全 部 绝 线 集合 .于 是 对 于 任何 一 个 可 人 允许 函数 p, 我 们 有 


Ж А(Г)= 


10го) | ou 


ri 


zn (T; p) < | [parao 


4n? L? (Tp) <27 log- [a< log 2 4(p) ， 
ri ri 


Ш Гр) 1 
AG) © 2л Er’ 


因此 


a(r ys- logt. 
2r ri 
务 一 方面 ,我 们 取 p 一 一, 则 有 2( 厂 ) >- log- >. 于 是 ,我 们 有 
1 


1 r 
A(T) = 108—2. 
1 
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例 3. 设 G 是 开平 面 1z| < + co 上 的 一 个 二 连通 域 , C, 和 C , 分 
别 是 G 的 两 个 补 集 的 有 界 和 无 界 分 支 .如 果 G 内 的 一 条 闭 曲线 相 
对 于 Ci 的 点 有 非 零 绕 数 (Winding number), 则 称 ? 分 离 Ci ЖС. 
i TEG 内 分 离 C! 和 Cs 的 全 体 闭 曲线 集合 .特别 地 , 当 G 表示 图 
Жн <|z|<rz 时 ,对 于 任何 一 个 可 允许 函数 p, 我 们 有 


2 
o 


2л 
Lp) < | р ( re? ) 40 А 


r 0 


cos | р(ғе')ғаб ， 


ry 2т | 
| | p (те )абат , 
ri 1 о 
r; ? r; 
(72) < 2п108—— р?ӣхӣу 
1 1 


< 2zlog- + А(р) ， 
ri 


L? (T, p) 2л 
А(р) lo r2 
ri 
于 是 эл 
1( 门 < 一 一 
log 


1 
另 一 方面 ,我 们 取 p= Эту’ 则 有 
1. 
Alp) =p log, 
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以 及 根据 ye Г 的 绕 数 


La 


l 
но з | à 


我 们 有 


! | 141 рр). 
Y r 


I dz 
1 < < 
2л {у z 2л 


特别 地 , wyer sk А Ж |2|=тг‚,гу<гк<гт, 则 有 Ly.(p)=1. 于 
жЕ(бр) =1, АЕ 


АКГ) 2 P 
log— 
1 
因此 ,我 们 有 
2(T)= = 
їов- = 


以 下 ,我 们 证 明 关 于 极 值 长 度 4( 三) 的 一 个 最 重要 性 质 ， 

定理 5.8 41( 门 是 保 角 不 变量 . 

Ш. É Ter T Ор, PLK (=; +in=o(z)18 Q 3 JE 
映照 到 区 域 О. 1 T h 8 AH T! 对 于 任意 取 定 的 可 允许 函数 р, 
我 们 定义 


_ do 1(¢) 
plo о tem, 


„000 ГЕ. 
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于 是 


| ias = [Ja < А(р), 
[#1 о 
| һа) р\42 |, 


Ht y ye ГЕЙ. Е, Жр 
Arz АГ). 


另 一 方面 , 对 于 一 个 给 定 的 pl (©), 我 们 借助 于 定义 


d 
ре) || zea, 
p (z) = l 260; 


FUAHEA) > АГ). ВЮ, RAAT) =T), АСГ) 
角 不 变量 . 


5. 4. 2， 组 合法 则 和 对 称 原理 


Ж О, Ж O, 是 两 个 不 相交 的 开 集 合 , Г, 和 工分 别 是 0 和 O, 
内 的 弧 线 集 合 .再 设 гаж ИЖ. RAWEA ТАКА. 

定理 5$.9 如 果 每 一 个 ye 古都 包含 一 个 y,e 工 和 一 个 ye Р, 
则 有 


ACT SAD) +A). (5. 61) 
如 果 每 一 个 JE Г, 和 每 一 个 y,e Г, 都 包含 一 个 ye 厂 , 则 有 


1 — 1 _1 
АГ) МГ) АБ)" 


(5. 62) 


证 ， 我 们 无 妨 假设 4( 五 ) ЖАГ) 均 不 为 零 和 oo0, 5 
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则 ,(5. 61) 和 (5. 62) 式 是 定理 5. 7 的 直接 推论 . 
首先 证 明 (5. 61) 式 .一 般 地 ,对 于 任意 取 定 的 可 允许 函数 p (2z) 
和 一 族 曲线 F; hat (Рр) #0, oo, RME 


L (Ë; p) 


p'(z)=Kp(z), K = (0) ° 


Иж. (fy) =А(р'). 于 是 , 对 于 任意 取 定 的 可 允许 函数 pi(z) 
Жр, (2), H ЖГ (T, р.) #0,oo Ж L ( ;,0>)# 0, со, 我 们 
置 


L (ОГ, 
pi) =Кур(а), K = THD, 

L (T; 
pi(z) Кор (2), K = ОГЕЛЕ, 


р'(2) =таах[р{(2),р;(2) ], 

则 有 
(Гр) 2 (Б, р) +13.(б,,р2) = А(р1) +А(рз), 
А(р') < А(рү)+ А(р), 


АСГ) > А(ру) + А(р2) = Ki A (ру) + КЗА (рз) 


ДРГ. ру) 1? (Гра) 
А(р;) А(рз) | 


当 工 (五 ,pi) 或 工 (万 ,p2) 等 于 零 或 oo 时 ,这 个 不 等 式 是 显然 的 .于 
是 ,根据 pi(z) 和 paz(z) 选 取 的 任意 性 ,我 们 判定 


ACT) HAC), 
BI (5. 61 ) 式 成 立 . 
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其 次 证 明 (5. 62 )} 式 .我 们 不 妨 假设 4( 门 关 0. 对 于 任意 取 定 的 可 
允许 函数 , 当 工 (大 PP)>0 时 ,定义 


_1p(z)， ze 人 
m=i 260, , 


по га. 

则 有 
І(Бр)<1(Г,р), (Б р)<1.{(Г„р,), 
А(р)> A(p1) + А(р). 


因此 А 
A(p) > А(р,) А(рз) 
(Гю) LH(T,p) L2(T, р) ` 
当 工 (五 p)=0 时 ,这 个 不 等 式 是 显然 的 .于 是 根据 P(z) 选 取 的 任意 
性 ,我 们 判定 


1 1 1 
> + 一 一， 
АСГ) АБ) АР) 


Вр (5.62) 式 成 立 . 

最 后 ,我 们 证 明 一 个 对 称 原 理 , 设 7 表示 关于 实 轴 的 镜面 对 称 ， 
yt 表示 7( 7 位 在 上 半 平 面 Imz>0 的 部 份 Н шя оу Ју 
=y О. 如 果 工 表示 集合 {7), 则 Ar 分 别 表示 集合 {71 
和 {y*}. 


定理 5.10 ШЖ T= WAAT) =A). 
Ш. 对 于 任意 取 定 的 可 允许 函数 p{z), 置 
p(z)= max {р(2), р(2) }, 
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则 有 
L,(0)=L,+(p)2L,+(p)2L(T*,p), 
A(p) SA(p) +A(0)=2A(p) ， 


LITS) 212060) 
A 0) © ACP) 


< 和 24( 门 . 
于 是 2( 栈 * )<24( 站). 另 一 方面 ,对 于 任意 给 定 的 可 允许 函数 p(z)， 
置 


р'(2) = 


р(2) +р(2), Imz>0, 
0 Imz <0 ， 


则 有 
Lr (pr+)=Lrrorn(p)=Lyy(p) 


=L;(p)+Ly(p)22L (L p), 


A(p*)<2 || (р? +p’ )dxdy=2A(p) . 
Izis + о 


于 是 


А(р) “2 А(р*) 


因此 ,我 们 有 2( Г) = —-1( Г* )， 即 定理 5.10 ЯНЕ. 


5.4.3. 两 个 极 值 问题 


设 如 是 开平 面 jz1< + oo 上 的 一 个 域 , E; M E, 是 位 在 ОЖ E 
的 两 个 集合 ,并 县 它 们 与 2 的 边界 均 相 交 于 非 空 集合 BATER 
内 连接 El fll E, 的 连通 弧 线 集合 , 即 每 个 ye 丁 除 去 两 个 端点 外 均 位 
在 人 2 内 ,同时 y 的 两 个 端点 分 别 位 在 El 和 EE， 上 .以 后 ,我 们 称 4( 芽 ) 
МЕ, ЖЕ, 的 极 值 距离 ,并 且 记 为 d ДЕ,, Е,). 

设 G 是 开平 面 |z| < + oo 上 的 一 个 二 连通 域 , C, A C, 分别 是 GG 
的 两 个 补 集 的 有 界 和 无 界 分 支 .再 设 大 是 G 内 分 离 Cl ЖЯ C, 的 全 体 
闭 曲线 集合 .以 后 ,我 们 称 47!( 古 ) 为 G 的 模 ,并 且 记 为 M(G). ШЖ 
将 G 共 形 映照 到 圆 环 , 则 根据 例 2 和 例 3, 我 们 判定 M(G) 
=d g(C 1,C2). 以 下 ,我 们 寻求 M(G) 的 最 大 值 , 如 果 下 述 条 件 之 一 
被 满足， 

(1)C 是 单位 圆 |zi <1 和 C, 包 含 点 z=R>1. 

(2)C, 包含 圆 点 z=0 和 点 z= 一 1, 同时 Cs, 包含 点 z=P>0. 

H. Grötzoch 证 明了 下 述 结 果 ， 

定理 $.11 设 二 连通 域 Go 的 补 集 是 单位 圆 1z| 和 1 和 直线 
БГА, +oo], 则 当 CG 满 足 条 件 (1) 时 ,有 


M(G)<M(G0)=M(Go, R). 

证 . 设 太 是 位 在 G 内 分 离 C; AC 的 闭 曲 线 集 合 ,14( 矿 ) 
=M(G) 1. 再 设 广 是 位 在 Ci(j{R} 的 补 集 内 的 闭 曲线 集合 ,并且 
每 个 3》e 广 相对 于 点 z=R 有 零 绕 数 , 同时 对 于 原点 z=0 有 非 零 绕 
数 .明显 地 , Ге ERAT) Al T). 注意 到 集合 六 是 对 称 的 ,所 


以 根据 定理 5.10, 我 们 判定 4( 广 ) = ACT). 类 似 地 , 设 в 
在 Go 内 分 离 单位 圆 1z| <1 和 直线 段 [R, +o0) 的 闭 曲线 集合 . 根 
据 Go 的 对 称 性 ,我 们 有?( ГУ) =E (t). 

以 下 ,我 们 证 明 Г" = 万 + 事实 上 ,每 个 ;e 产 必定 分 别 与 直线 
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段 (一 00,1) 和 (1,R) 交 于 Pi 点 和 P, 点 ,于 是 点 Pl 和 P; 分 ;为 两 部 
ӯ, Mo 809 =), +9. 注意 到 ?+ =), +t 一 (入 十 入 + A 
Riti eo KARMA Este I i, BL ft с Г. 另 一 方 
m. <= ft E m W її. R ft = г. Ait, RTH 
EAL 2A( f) =4( T). WA M (G) <M (Go) =M (GR). 

O. Teichmüller 证 明了 下 述 结果 : 

定理 5.12 设 二 连通 域 G, 的 补 集 是 两 个 直线 段 [一 1,0] 
MEP, +oo], 则 当 G 满 足 条 件 (2) 时 ,有 


M(G)<M(G,)=M(G,P). 
i£ k z= f (Ü) 3: J Bh НЕ s HANCI <1 S| C,UG, 3£ H f (0) 
=0. аас, 的 原 像 为 Ci Ж 据 Koebe 一 - 覆盖 定理 ,我 们 判 


EIS (O)| <4P. 进一步 设 Ct 上 的 点 x 有 f(g) = 一 1, 根据 偏差 定 
理 , 我 们 有 


_ |а 7700) | 4Plal 
HO ара $ e 


另 一 方面 ,Koebe 函数 z= f, (С) = HERREMA] 


T 
BARBEL, о FEF АРЛ (5) 共 形 映 照 单位 


图 此 | <1 到 GT 一 10], 明显 地 ,z 平 面 上 的 直线 段 [ 一 1,0] 的 原 
像 为 :平面 上 的 直线 段 [wx, 0], 并 且 xy<0 和 (ai)= 一 1. 于 是 


4Р (о, | 


1-10) 1 TT ` 


因为 一 -一 一 是 上 的 递增 函数 ,所 以 有 1xi1 < lal. 


(1 “г? 


501. 


借助 于 共 形 映 Res я йй 511, 我 们 可 以 判 


ж м(в)<м(бу-у-}) 以 жм(б„Р)=М(бь тг) 再 根 
1 
1 l 


1 1 
—————,‚ > fH í | M| — |< M| Со, ——- |. 
据 Тї < PA 我 们 得 到 (6o, Га] ) ( o Ta] ) F 

是 M(G)<M({G,P), B 5. 12 得 证 ， 
简 记 M(G:P)=A4ACP)=A4. ЦТ, атыл жн 


1 
Ме (2) = + 之 и 2)? 一 = ИТИИ 


m, n=0, +1, +2, (5. 63) 
称 为 Weierstrass ЮЖ. .明显 地 ，/(z) 是 双 周 期 亚 纯 函数 ， 
P(z)= /(—z), 以 及 ./(z) 的 极点 z=w 都 是 二 级 的 .于 是 .7(z) 在 周 
期 平行 四 边 形 内 取 每 个 复数 为 二 次 .进一步 ,我 们 有 


2 2 
гб) = – = > 


«То (2—®)% ” 


(2) = 0 (-2), (2+0) =. (z). 
特别 地 , 我 们 有 


ГА. рн (5) о . 因此 ， аде, = (2) e= (2) 


Ме = / (23 о + 02 л We e, е, 均 为 .xfz) 的 二 级 重 值 , 并 且 是 相 
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ИЕЛЕ 
现在 ,我 们 特别 地 取 ow = 1 和 mw: = 214, 则 根据 (5. 63) 式 , 当 x 

1 
= 0 或 二 时 ,以 及 y= 二 0 或 4 时 ,w= y(z) 均 取 实 值 , 因此 el, е, 
Мез У Ew РАУ Е. 并且 w=./(z) 映射 以 z=0, 
WI wi + 0. Wy 


>> > 为 顶点 的 矩形 边界 为 整个 实 轴 .进一步 根 
据 .”(z) =.7( 一 2z), 我 们 可 以 判定 w = (т) 在 该 矩形 内 是 单 叶 共 


以 判定 w = .4(z) 将 该 矩形 内 部 共 形 上 映 照 到 下 半 平 面 Imz < 0, 同时 
根据 映射 保持 方向 的 性 质 , 必 有 e, < е, <e. 于 是 w 平 面 上 的 直线 
E: Le: + оо ] 和 [ezne] 分 别 对 应 于 = 平面 上 的 直线 段 ， у= 0, 


1 1 
0 < x< > 和 y= A(P),0 < x < 如 果 我 们 继续 作 一 个 分 式 线 


性 变换 = -一 全 ， 则 下 半 平 面 Imw <0 变 为 下 半 平 面 Imz < 0, 同 
37 ©2 


时 w 平 面 上 的 直线 段 [e ,,+ со] 和 [е,, ез] 分 别 变 为 5 平面 上 的 直 
线段 FP, 十 w] 和 [一 1,0], 其 中 


el е; 


ез — ёз 


注意 到 两 个 直线 段 [P,+c] 和 [一 1,0], 的 补 集 恰恰 
J Teichmüller RÉG, 并 且 这 两 个 直线 段 间 相对 于 G, 的 极 值 距 
离 恰恰 是 A(P), RAEM (GP) = AP). 

以 下 , 我们 寻求 A(P) 与 P 之 间 的 关系 式 .一 般 地 ,我 们 考虑 函 
数 


(2) (u) 
sz) — (>) ' 
MM) z = + u + то, + no, M z= + v + то, + по, 分 别 是 这 个 函数 
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的 零点 和 极点 .然后 ,我 们 构造 一 个 函数 


NAF ћи 2 no; u-z 
+» (i-e wl je Pn 


容易 验证 这 个 无 穷 乘 积 是 收敛 的 . 取 m = 1,0, = 2i A( P) Miq 
= е?" A< 1 并 且 将 第 mn 项 因子 同 — n MATHAR. 我 们 得 到 
(1 e2nitw 2) (1 __ е7 ?*йҥ+® 


(1 __ ezrtt 7z)) (1 — е 2"ivtz)) 


Е (z) = 


2nep2nitu +2) ) ( 1 一 2ne2nitu 2) ) 


+ о (1 
х 一 一 一 
Па (1 — ss +z) ) ( 1 Tessa z) ) 


(1 — д2"е 2m2) | (1 _ 42е с? «+ 
x (1 — qe 2"%- 7)) (1 — q2"e 2ritp+3) . 
明显 地 ,F(z) че = = 有 相同 的 零点 ,极点 和 相同 的 周 
期 .于 是 
.2(z) —.Z(u) F (z) 
/()— (6) ЕФ)" 
_ Oo l | ©) _. _ +оо, 1 ， 
如 果 取 u 5 5-9 5 =i4 和 z= 一 一 = +14, 
则 判定 
р = 3 _ Е(2) 
e3 一 62 F(0) 
注意 到 
人 2riz q е?тїч 1 е?*ї° = 4 


我 们 有 | 
Е(2) = 1-9 


‚1-а! 
1+1 


1 十 g > 


+ (1—4?"*')% (1—4?"71)? 
асі (ї+4'"*2)(1+4?”)2(1+4?°-?) 


1—47! 
+= 2n 14 
(1 + q") 
< П (1—4?"*!1)2 (1 — gq2" 1)2 


于 是 
F(z) _ 1 | + 1—42"! 8 
P=- F0) ` 164 H( 1 + q>" ). (5. 64) 
N _ wl _ 1 CO +o: _ 1 К _ 02 
类 似 地 , Wp E R u = э “>= — +iA 2 = 5 
= i4, 则 可 以 判定 


pi- 276 _ Harea] 


e, — ез 164 .1 1 + 42" (5. 65) 
于 是 , (5. 64) 和 (5. 65 ) 式 给 出 下 述 估计 
16P < e2r AP) < 16(P + 1). 


5.4.4. Ahlfors 偏差 定理 


设 只是 开平 面 |z| < + oo 上 的 一 个 曲 边 带 形 域 ,并 且 中 沿 着 两 
个 方向 都 伸展 到 оо. 记 QQ 的 上 边界 为 Bi, FURA B,. НЕЕ, ME, 
分 别 是 直线 x = ах = b(a < b) LEMES B, 和 有 ;的 直线 段 . 于 
JE, E, ЯП E, ЦАВ, AB fy £ E, ЖП E, 间 的 部 分 界 园 一 个 区 域 OQ, ; 
с О. 另外 ,我 们 用 8(t) (— oo <t < + о) 表示 直线 x = t iu fE О 
内 部 份 的 长 度 .在 B, M B, PENIN TEMANE K рено 

一 个 下 半 连 续 函 数 , 因而 一 一 一 ЗЕ) 是 可 测 函 数 . 

我 们 共 形 映照 如 到 一 个 宽度 为 1 的 水 平 带 形 域 2, ЗЕН В, 
яп B, 分 别 对 应 于 水 平 直 线 Bi:y=0 和 Bz:y=1, 以 及 R 对 应 
于 :2,,, Е, ЖЕ, ЉУТ E, 和 EL 

我 们 取 


1 
| те ze О(\(а <Rez < b), 
р(2) = р(х, у) = 0, тє О(\(а <Rez < b), 


则 对 于 任何 一 条 位 在 O , 内 连接 E, fll E, WR? A 


| рса > |. БЕГ 


' b 
А(р) = [ова = | ‚© 


同时 有 


于 是 


> dx , 
| у S 4а» (Er Ёз) = d a, (Е.Е). 


а = тах {x}, f= min {x}. 
тєЕү' ZEE2 


我 们 对 区 域 2 作 关 于 实 轴 的 镜面 对 称 , W| (2, 整个 实 轴 和 4 的 镜面 
对 称 构成 一 个 区 域 Ó. 相应 地 记 为 从 | ,, Ё, Е, 明显 地 ,它们 关于 实 
轴 都 是 对 称 的 .于 是 根据 定理 $. 10, 我 们 有 


= š 1 
d (E, E2) = 74013 (Е, Ез). 


其 次 ,我 们 借助 于 e Ову р, Ё, ЯП Ë, 分 别 映 为 局 
A Ê, 明显 地 ,名 m Ё, 都 是 闭 曲线 , 从 而 界 团 一 个 二 连通 区 域 0, 
于 是 Ó, ,对 应 于 0,,, 即 有 


d А,,\ Ё\, Ё.) = dë, (Ê Ё,). 

ERN Ê RERA RR HES RAM E, 通过 一 个 相距 原点 为 e* 的 
А, ТЇН] E; ЭЁ, M со, 以 及 记 7: 通 过 一 个 相距 原点 为 er* 的 点 ,我 
们 根据 定理 5. 12, 可 以 判定 


d í (Èi, E;) S M(G,e*të-2)) = Afe" ә). 
于 是 ,我 们 证 明了 下 述 结果 ， 
定理 5.13 我 们 有 


` dx 
< ГЕСТ 
| б(х) 2А (е ) 


现在 ,我 们 利用 (5. 66 ) 式 给 出 一 个 十 分 有 用 的 形式 : 
° dx 
£. шж f Ey LNA 
° dx 1 
-a> | чусу pea. (5. 67) 
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事实 上 ,在 (5. 66) 式 中 ,如 果 取 P=1, 则 有 


е?" MDC 32, 


1 1 2 5 
A(1) Эл log3 55 1082 + 元 log2 >>” < 


22, 则 根据 定理 5. 13 有 


b dx 
я жа, шж |, 0(х) 


А (е 7%) > 1 , 
于 是 我 们 判定 e*- > 1, 因此 , 当 在 (5. 66) 式 中 取 P=e"W 时 ,有 
2А (е2) < лов {32е 79 一 8 一 % 十 1 1032 . 
л л 
再 根据 定理 S. 13, 我 们 判定 (5. 67) RRL. 
Š 5.5. 零点 分 布 在 有 穷 条 半 直 线 上 的 整 函 数 类 "” 
定理 5.14 设 f(z) 是 (开平 面 lzl<+oo 上 的 ) 一 个 整 函 
数 ,A(0,) (k=1,2,.…,4:0<01<0,<…<0,<2x) 是 z 平 面 上 的 4 条 


半 直 线 , 并 且 对 任意 取 定 的 数 s>0, 有 


q 
_ log*n{ U TXO, +e, 0,1—6), f=0} 
lim к=! 
ғ» + с ов ғ 


= 0, 00+1=0,+ 2л. : (5. 68) 


记 /(z) 的 判别 有 穷 浙 近 值 个 数 为 4 有 穷 非 零 亏 值 个 数 为 ,其 中 ?个 
亏 值 同时 是 渐 近 值 . 如 果 4< + оо, 则 有 


р-!+1< 2и, 


其 中 4 是 f(z) 的 下 级 . 

Ш. 当 A= + co 时 ,定理 $. 14 成 立 是 显然 的 ,于 是 , 我 们 只 须 考 
F a< + co 时 的 情况 . 男 一 方面 , 当 p 一 ?=0 时 ,根据 定理 4.7, 我 们 判 
定 定理 5.14 成 立 .于 是 ,我 们 只 须 考虑 p 一 ?>1 时 的 情况 . 当 4< 
+ оо 和 p 一 />1 时 ,根据 定理 3. 6, RHES (z) WRA + со, 同时 


| 1 
根据 定理 4. 4 的 系 有 /> 本， 


以 下 , ПЯ ЯЕ У «исі +оо 和 p 一 >1 时 , 定 

理 5.14 成 立 .事实 上 ,如果 不然 , 则 存在 整数 pj, 1<р <р, ру < 
+ oo Ж 1,,0<1,<1,1,< +оо {8 - 

p +h2[2n]+1. (5. 69) 


(1) 我 们 选取 pi 个 f(z) 的 非 浙 近 值 的 有 穷 非 零 亏 值 ai(i 
二 1,2,…, ру), АЮУ Ж ô (a, f ) =ó,>0, 以 及 Li 个 f(z) 的 判别 有 
穷 渐 近 值 bj(j==1, 2,…, 1), 其 相应 的 定 值 路 径 为 Lj 不 失 一 般 性 ,我 
们 可 以 假设 Lj(1<js1) 是 一 条 始 自 原点 趋 于 oo 的 简单 连续 曲线 ， 
同时 在 圆 1z| 科 2 内 部 份 为 直线 段 , 并 且 1 条 曲线 Lj(j=1,2,…, l.) 
除 原 点 外 彼此 无 交点 ,了 ML (1<j<l,, L, +1v= L) 384669, 
界 园 一 个 单 连通 域 D; Ж 


Mo= sup |f(z)]| < +оо, (5. 70) 


еы, Lj 

jz 

М, =max{1, |а, |, --:, la, |, |b,|, =, lb, |), . (5.71) 
М›=тштш { 1, [а;[, а-а, |, lb,—b,|la,—b;| 


l<i#i/<p; lg<j#) <l 和 b,xb;} (5. 72) 


根据 定理 4. 3, 我 们 判定 在 Dj)(1<j<1 ) 内 存在 一 条 伸展 到 oo 的 连续 


曲线 I, 使 得 


loglog |/ (2)| „1 
121 + œ log |z Í 2 
Ш 


(5. 73) 


于 是 ,我 们 可 以 在 DOS <h) н 8 z, 使 得 | (г) | > Mo. Ж 
ra = тах { lzi с» 121,1 } М 


当 r>re 时 , 记 D;(1<j<1) 位 在 贺 |z| <r 内 且 含 有 点 zj 的 连通 分 支 
为 Q, (r) ЖЯ] 
M([f(r)[)(1z1=r), f) ах 31700) |, 
j=1,2, 1， 
PJM {О()[Гү(12| =r), f} E r (r>ro) Е й АЖ HR 
据 (5. 73) 式 有 
lim loglog M{ jJ (r)[)(1z|=r), f) 


1 
之 . . 
ғ» + 00 logr 2 (5 74) 


另 一 方面 ,我 们 在 Dj 门 (1z|1=1)(1<jgl) 上 取 一 点 办 然后 根据 连 
通 性 ,在 Dj(1<j<1i) 内 存在 一 条 连接 点 z; 和 尹 的 连续 曲线 L; 我 们 
再 取 值 r6, о> го Eh 条 曲线 虐 ;(j=1,2,-…, 1 ) 均 位 在 圆 |z| < 
内 .于 是 , 当 r > 时 ,Dj(1<j<g1) 位 在 圆 |z| <r Ñ H & # Z Е 
通 分 支 即 是 (r). 记 Lj(1<jg14) 介 于 原点 z=0 和 它 与 圆周 |z| 
=r 的 第 一 个 交点 间 的 部 分 为 Lj(7), JL, (r) ñ L, , (т) ТЕЙ |2 | 
<r 内 界 转 一 个 单 连通 域 Di(r), 明显 地 , rari 时 , €R) 
cD;,(r)(j=1,2,-...,l,). 

(2) ЖЕРЕ(2) = (2) –а,, 则 根据 (3. 28) 式 , 存在 一 个 依赖 
于 6(aif) 和 6(oo, 了) 的 正 数 x=a{6(alf), (oo, f) } >0, 使 得 


RT'(R 


— a, . 
КШ T(R F) 7” (5. 75) 
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#® 


w= min {Ө„,,—б,},0„,,=бӨ,+2т, 


1<k<q 


ô= min {6,}. 


1<і<ру 


0<1<mi «о о 
П g 8X32z ° 2х31х19л+36л 


2m 
和 数 ro, ro>ro 然后 我 们 构造 序列 疡 = 只 1 ,m= 二 1, 2,.…. 根据 定 


理 24 和 引 理 39( 置 其 中 的 c= log2), 存在 整数 mo,mo>2 使 得 
г>. 时 ,有 


T(r, f) <", log M(r, f) <rt", (5.76) 
Tir, f)>r n. (5. 77) 


LAR m2 mo 时 ,在 区 间 [ r,, 2 "РЕА tm 使 得 集合 
Е, (tm) -Efo 


的 测度 


log 


TT > 5 ras <<] | 


(1=1, р.) 


mes E; (ta) >K=K (ô, 4, р, n) >90. 
最 后 ,我 们 再 取 定 一 个 数 s， 


О<в< min К 2 
12q ° 40 


. S11 · 


ж N= U TXO, +E, 0.41 一 E), 则 根据 (5. 68) 式 有 


иш Lei (121), f=0) o, 
ғ» + logr 

(3) 当 mm 之 mo 时 ,根据 s 的 选取 ,对 每 一 个 值 i(1<i<gpi), 在 4q 个 

集合 E(tm) 门 [04 二 36, b1 — 36] (k=1,2,…, 4) 中 至 少 存 在 一 个 集 


P Ei (tm) [LOk +3e Or, + 一 38] (1 <k; <4), 119 


mes {E(tm) СӨ +38 б, —3е] } >C ` 


再 根据 (5. 77) 式 和 的 选取 ,应 用 引 理 3. 14, IERM Ө— —- (0,41 

– 0.) —s, 4=0, К, =tm-1s R,=t,, К, = 1,1, E,= E Í tme” lpeE, 
K 6 

(tn) (С\Т Ө, + 3, бк +‹— 35] j a=- l5 N,= -7 Та f), no 


=f, Ж £F AIE тү, mi 之 mo fE 19 4 т> т, ze 000, +25, 0, +1— 26; 
tm- Eme B A 


31 


a aD T(t f), (5.78) 


log |f (z)—a,| < -Atal 


其 中 4>0 是 与 mm 无 关 的 常数 . 置 


OHE a) 


вет = T(tm f) , (5. 79) 


WEEE m,m >m 18 т> m, Rf, A 


1 . 
em< M<1. (5. 80) 


于 是 ,pi 个 集合 M, + 2, OL +1—28;tm -1> fm+1 ) (i=1, 2, … Л ) 是 
”相互 判别 的 .进一步 , 如果 再 次 应 用 引 理 3. 14, 特别 地 置 其 中 的 Ri 
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=”, R,=t,, R =n 则 当 m2 m, 和 ze TH 0,,+ 2e, Ok, Á — 28; 
n "ун, Ж. 


log |f (2) а < -Ata E tD Ту), (5-81) 


其 中 4>0 是 与 m 无 关 的 常数 .明显 地 有 


Em >E AC ËT р) 


1а1(1</<Һ) F'E БИ |2 | Stm- 的 最 后 一 个 交点 与 圆 
Elz =, 的 第 一 个 交点 间 的 部 分 为 Ll 条 曲线 LL 
(j=1,2, 51) 分 ЕП m IR Cmn- < |Z| Stm+i 为 五 个 区 域 Dim 
(j=1,2,.... l). ЖАА. L jim E D „АБ. E 

„= max Í sup |f(z)—b;i}, (5. 82) 
1<j<ly zeLjfNem 
ЖШ] 114 m— + оо 时 ， 有 em 一 0. 于 是 ， 存在 值 m;， ma 之 my 使 得 当 т>т, 
时 ,有 


1 
en< 4 M2<1. (5. 83) 


0, + +1 


N k. пя ва име) 或 者 整个 地 他 
# D. (1<j<1) W, R ж 与 Dm 无 Ж BSOP) 
та( цн ;tn а) 2, …, sj) BETE Din PI, DU D pn BE 
PO 个 区 域 Dj;,, (1<у›«<5,+1). RIRE L in ДЕ D imi 的 边 
界 部 份 和 Liyim 是 Dims,+1 的 边界 部 分 . MBA X s=. 


(4) Bs,#0(1<j<1,). 当 1<v<sj+1 时 , # fi] ig Di = Di. 
Na < Jz] <21+%2); 当 v=s;+1 Bf, 我 们 记 Dj +1 ЖН L, im 


- $13. 


Os + Ors, | 
a( etian, tnei ERA |z| =t} т |z| =? Ж 


图 的 一 个 位 在 Dims,+1 内 的 区 域 ; 当 v=1 时, 我们 记 Dimi У Г, 
a( Sut ut tn n tn J WN BRI |=”, 1ч" т 
园 的 一 个 位 在 Dini 内 的 区 域 . 以 下 ,我们 证 明 当 m 充分 大 时 ,在 
Dim(1<v<sj+1) 内 存在 一 个 点 zjm, 和 一 个 与 区 无 关 的 常数 4>0, 
使 得 

30x 


108 |f (Zimy) | 2 Ata C0 + Т, f). 


事实 上 , 我 们 只 须 考 虑 一 种 典型 情况 , BIER Dims, 进行 证 
明 .首先 注意 到 Lirim Жр... 的 边界 部 分 , 其 次 设 A 


0+0, 
(tema, sa )а<к<а ры, 的 另 一 边界 部 分 . 当 
m>ms M ze 000, +28, б, 2850 vi 时 ,根据 (5.78) 式 有 


31x 24x 


log |f (z) —a,| < logey = -Atp ç +D Ttm f) 


(1<і<р,), 


其 中 4>0 是 与 m 无关 的 常数 . 当 m>>ms 和 ze QX 0, + 3z, 0, , , — 2; 
и tht ) 时 ,根据 (5. 81) 式 有 


30x 
log|f(z)—a,| < -Atp (ә +1) тү f) 
(1<і<р,), (5. 84) 
其 中 4>0 是 与 严 无 关 的 常数 . 
1) 我 们 沿 着 两 个 方 向 分 别 延长 A( then, tn, ә) 


各 上 j+ 1m 使 得 如 此 得 到 的 两 条 简单 曲线 B 和 B, 均 始 自 原点 z=0，, 
伸展 到 со, 并 且 除 去 原点 z=0 外 , B, 和 B, 彼此 在 开平 面 1z1 < + со 


.514: 


上 再 无 交点 .于 是 B 和 有 界 轿 一 个 单 连通 区 域 六 = Dins+ri 我 们 取 
值 s 使 得 圆周 |z1=# Ур... 相交 .然后 自 圆 周 |z|=t 


Е im- mi EA, 沿 着 圆周 |z| = 按照 反 时 


HARTER L jrin 时 止 ,我 们 记 这 段 贺 弧 为 1.(1). EER Со 
+їт= log z, W D 被 共 形 映 照 为 tL 平面 上 的 曲 边 带 形 域 D,, ЗЕН B, 映 
X D, 的 下 边界 Bf M B, 映 为 D. 的 上 边界 Bz. 我 们 记 1.(t) 的 像 
为 L(o) (c= logt). 进一步 , 作 变 换 w=u+iv=W(4), 将 D, 共 形 映 
照 为 w 平 面 上 的 水 平 带 形 域 Dw Н Bi 映 为 直线 Bf:v=0 和 B; 映 为 
直线 B3p = 上 我 们 记 1.(o) 的 像 为 I,(o). 置 


и*(с) = max u(t), и, (о) = тїп u(t), 
[< 


сег (lo) е! 69) 
然后 应 用 定理 5. 13 的 系 , 我们 判定 


и„( logt, +27 + 108 34) —и* (Іов, —2z— 10834) 


log tm + 2 + log 34 do 1 
之 一 一 log32 . 
| 0(0) x °° 


Og fm — 2x — log 34 


如 果 注 意 到 f(z) 的 连续 性 , 则 不 改变 渐 近 值 ,我 们 总 可 以 适当 变形 
В; 以 保证 6(c) 是 下 半 连 续 函 数 ， LZ 是 可 测 函数 . = 
步 ,注意 到 0(o) < 2x, 我 们 有 | 


и, (logt,+2x+ log 34) —и* ( log tm— 27 — log34) 
>l {4r+2log34} —  log32>2 (5. 85) 
2 Эл N g 元 g 。 。 


同 理 , 我 们 有 
и, ( logt} +) — и* (logt, + 2r + 10834) 
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1 ，， 1 
> — fp? — In — — 
эл (n? logt,— 27— 108 34} > log 32 


n? 3 
= 一 一 了 . 86 
> эл log tm (1+ >Z log м) (5. 86) 


以 及 


u, (1082, – 2л — log34) —u* (Іов ги") 


t 1 
> (n° —2л— -— 
> { 721081, — 27— 108 34} m log 32 


> logta- (1+ 3 log3 人 - (5. 87) 
2л E*m 2л 28 ` ` 


2) 我们 证 明 , 如 果 置 g(w)=f(z), 则 当 m 充分 大 时 ,在 区 
域 :w* (Іов г1-"2) <и<и„(1ойг1*"*),О<ьо<1 内 必定 存在 一 个 
点 Wims j+ 使 得 


log 19 (ну, 1) | > Ain ODT n f), 
其 中 4>0 是 与 m 无 关 的 常数 . 
i т 
НАЗЕ ШЖ ША. W tim 充分 大 时 ,在 区 域 


и* (1ов 117") +1<и<и„(1ов1°"?)—1,0<о<1—А 内 必定 存在 
一 点 w*, 使 得 


lg(w*)|>2M,. 


事实 上 , 如 果 不 然 , 则 当 点 w 位 在 闭 区 域 :w* (logt 7”) +I <и 
<u,(logt1*'”) — 1,0<5<1—-—A КЕ, EA 


lg(w) | <2M, . (5.88) 
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另 一 方面 , 当 m>ms 和 点 w ЕЕ R But (овга) +1 <u 
<и, (10811+') 一 1,v0=1 上 时 ,根据 (5. 71), (5. 82) 和 (5. 83) 式 ,我 
们 有 


lg(w)|<|g(w)—b;, |+ |b, 1<1+M, <2M, . 


于 是 ,借助 于 变换 e” 和 引 理 2. 10, mam 时 , 我们 判定 , 4 w fw 
在 区 域 .u* (logta – 2л —– log34) <и<и, (1081, +27 + log34);1—A 
<tv<1 内 时 有 


log |g(w)| <2log (2M,) 


1? к 


ж 1— 
еч Чойм J+1 р 
4 一 一 一 
十 е tti 


—r,QT 
оме (logem "ні X 
r 工 一 一 一 一 一 一 一 
е 


R 
4 е“ А 
+n 
er (gm тү | 


етте +1) 
m 


+ . 2. 
е“ A 
n4 1-( -一 一 二 一 
| (- (овт 2—1 ) | 
* 


<2log (2M, ) 
4e! už ор "ya 一 uk(iosgtm 27- 10634) ya 


+ 2+1 


1-72 2 
xí 1- eu (ogm J+ 1 ~u Пов 25 —10634) } А } 


2 = 

he [u бов, + 27 +10834) -uy og " )+1} A 

+ * lty = 
xí 1—е\” (1987, t2"+log34)-u (ga " )+1] A ) 


72 
x (A+ K4+1) А 
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进步 ,根据 (5. 86) 和 (5. 87) 式 ,我 们 得 到 


Іов |g(w)| <2log (2М,) 


3 л n2 
4е(2 + >x 1083474 . t 2A +4+1 
2 2 п” 
xí 1 е2 2 元 log34JA . г. А } 


3 л n? 
Де + Er 0834ra p 2A * +yZXA+1) 
m 


WE 
л{1—е° 2л \оВ34УА рд } 


因为 A= у. 所 以 存在 值 ms ma 之 ma 使 得 当 m>>ma 时 ,有 
log |g(w) 1 <2log (2M,) + log (2М,) =3log (2M,) , 

即 当 点 w 位 在 区 域 :u*( Іов, 2л 0834) <u<u, (logt, + 2л 

+ log 34), 1 一 A<v<1 内 时 有 


lg(w) | < (2M,)°. 


再 结合 (5. 88) 式 ， RAE 33 m2m. 和 点 w 位 在 K IR ut (log tm 
—2r— log 34) <u <u, (logt, +27 + 108 34), 0<0<1 KHA 


lg(w) | <(2M,)°. 


根据 (5. 79) (5. 82) 式 ,存在 值 ms, m, >m, 81824 т> т, RJ, A 


{Mi+ (2M 3 (60576737) <M,. 
然后 , 注意 到 条 件 (5. 85) 式 , 通过 适当 的 变换 和 应 用 定理 3. 2, 我们 可 
UHE abp ЇН Ж, 这 是 不 可 能 的 , 于是, RER T Hmm, 
时 , 在 区 Эй. и (10811) +1<и<и, (logt) —–1,0<0<1-А 
内 , 必定 存在 一 点 w* 使 得 
{9(®*)| >2M,. (5. 89) 
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现在 ,我 们 以 点 w=Rew* 为 心 , 以 1 为 半径 作 上 半 图 C:|w 
-Rew*| <1Imw>0 明显 地 ,C {у Æ H) Ж BR:u* (Пов 1") <u 
<и, (1081+'2),0<0<1 内 . 记 直 线段 Rew* 一 1 <u < Rew* +1, о 
=0 Ж 工 则 根据 引 理 3. 2, 丁 相 对 于 点 weC 的 调和 测度 


(w FC) = 20-1, 


其 中 w 是 从 点 w 观 测 厂 的 张 角 开 度 . 另 外 ,根据 (5.84) 式 , 4 we Г 
时 ,我 们 有 
30r 
log |g(w}—a;| < -AG Се +) T р). (5.90) 


另 一 方面 ,我 们 在 C 上 到 一 点 а, 使 得 


[а (из, +1) | =max|g(w)] . 


于 是 , 当 weC 时 ,有 
jg(w)—a,| <|g(w)| + la| < а(н а) | +M, (5.91) 
因此 , (5. 89)— (5. 91) 式 给 出 
log М, < log |g (w*)—a;| < log { Іа (Wims;+1 )1+м, } 
30x 
+u(w* ПС) { А eo P T(t, f), 
log* 19 (жу. +1) | 2 u(w*, Г; C) 
яс +? To f) —log (2M,) , (5.92) 


其 中 4>0 是 与 m 无 关 的 常数 .以 下 ,我 们 估计 wu(w*, Г; C). 事实 上 ， 


根据 等 式 
r _ Ф R W Фф 
E JRE е}. 
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t p z- \_ 1—Imw* 
Ë 2 7 4 Јан ` 
因为 In w* < 1— A, 所 以 有 


Ф л А 
(9-4). 


再 注意 到 z <ф<л, 进一步 有 


e x Фф л А 
sin( 号-- 皇 )> 2 (T> 22 
于 是 ,我 们 判定 
Ф а А 3 
2 4 2 2 


2ф 4 [Фф л 
u(w*, ПС) = т -ї=-(--+)> т 


HARRA (S. 92) 式 ,然后 我 们 取 值 me, me 之 ms 1834 т> m, 时 ， 
有 | 
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` Зоя 
Іов? |g(w,,+ i) | 2 AGC OP Tim f) >2М,, 


其 中 4>0 是 与 m 无 关 的 常数 .因此 ,点 wjms jmsj+ 位 在 区 域 : 
“ost "у <ш<и„(1оюг1*7°),0<ь<1 H. 

Ewjmsj+1 SA fE z ЕЩ ЕШШ А Zima eis MAR Zins e 位 在 区 
шры, ср, 5. 内 .于 是 我 们 证 明了 当 m>>me 时 , 在 Dims,+1 内 
存在 一 点 zjmsj+1 和 一 个 与 严 无 关 的 常数 4>0 使 得 


30x 
108| f (zs i) |2 At e tU Ttm f) ` 
3)N Жр ,(1<у<5,+1, 590, 1<)]<,} 41 <р, +l, 所 以 
F # Èm, mam 和 一 个 与 m 无 关 的 常数 40,0<4o。<1 使 
30r "2 
log| f (Zimy) | 2 46 о + Tlm f) , 
Zimy E jmy € D im > 
v=1,2, ‚5+ 1,5950 
j=1,2,.…, 0. 
(5) 设 s 了 0(1<jsl). 在 区 同志 Aola CE тү, f), 


1 Оя Зоя 
Аад Се н" ru. |>) 上 存在 值 Ан» + 


T(r,, f), 使 得 等 位 线 log 1f(z)| Ао түг у) 
解析 的 .考虑 集合 


"этү f), 121 <t. ) . 


记 含有 点 zmv(1<vssj+1) 的 连通 分 支 为 Dj 根据 最 大 模 原理 ,我 
们 判定 0,0121 =.) ЖЕЖ НАЧ. 


, | 30 
Е=Е{ z| log |/(т)|> 445 
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1) 我 们 证 明 当 m 充分 大 时 , H О, Ср, EL, B -o l; 
vy 一 1,2,…, sj 十 1, $j 关 0). FE {Om ) 彼此 无 交 . 
首先 ,根据 (5. 75) 式 有 


; log T(t,, F) — log T(2tm-1, F) 
lim - _ 
н + logt,— log 21,1 


. КТ(К,Е) 
> lim 一 一 
Re+ ТК, Е) 


-之 


其 中 F(z) = / (г) 一 ai- 另外 ,根据 第 一 基本 定理 有 
Тш F) ST, f) +0(1), 
Ttm- Е) 21021,1, 3) -0(1). 
于 是 


im ДВ Ти S) ~ log (20,0, f) 


>@. 
т + x. log Lm 一 10р 21, -1 


因此 ,存在 值 ту, msg 之 Т; 使 得 当 m 宕 ms 时 ,有 


log T(tm f) — log Ttm- f)  « 
logt,— log 2tm-:ı 72? 


2t 


т „ /)<( F V rus n . 
进一步 ,根据 ! 的 选取 ,以 及 20117, tm 之 rm 和 rm 二 + 我们 
可 以 判定 存在 值 m。， Mo Z Mg 使 得 当 т> то 时 ， 有 


21 
t 


log Mtn» /)<3Т(2„-„/)<3( те. 
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Ao _ 307 
< n o Nim f) 


<А s tD TEE, f). (5.93) 
另 一 方面 , 根据 (5.78), (5. 79), (5. 80), (5. 82) 和 (5.83) ж, 
34 т>2то2 m, 和 ze Ое 8, Hun stm- t "时 .有 


log |f (z) | < 1082М,. 


明显 地 ， 存在 值 mio， mio 2 > т #18924 т> mio В, 有 


+ Dw? тег, f) 


Ау „Зоя. 
дә ‘Т, f) > log2M,. (5. 94) 


30x 
Ао o 


2 


+ Ж, 根据 (5.93) 和 (5.94) 式 ,以 及 8, 的 定义 ,我 们 判定 
当 m>mio 时 ,有 Оһ, с Б. 

2) 我 们 证 明 当 m 充分 大 时 , 及 mw,cDj(tm+1). 首先 ,存在 
{А туу, Mi 2m, o 1924 т> т, 时 ,有 


_ s 12 
Ас o " T( tmf) 


> Ao ыскан? Tltm f) > log2M。. (5. 95) 
于 是 ,根据 (5.70) 式 ,我 们 判定 Co SS L (j=1,2,.... l) 65.06 
次 , 根据 OQ, E Dimo 我 们 判定 人 2 站 (1z21=tm+1) cDjm, 门 (|z| 
一 加 +1) Р, (zl = tmi) =D imtme D AN] =tr,, :). 另外 , 根 
О. (1z|=im+1) 不 是 空 集 且 含有 内 点 , 我 们 判定 存在 
Z, E Rmh Dj(tm+1). FE, mam, 时 ,有 MimED; tm). 
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3) 记 О, LEM z| < 3-10: 内 且 含 有 点 zm, 的 连通 分 支 
H Om 0, MIQ, Ж 此 无 交 EO m= mfz 
: Е ) 和 命 ww, (2) 表 示 Ө, EFIR О, 相对 于 点 z 的 调和 测度 . 
ЕНЕ (z| =r (рд <r< T t, sm 之 mi) 位 在 О, 内 部 分 的 
REMENA Om (r), 于 是 ,我 们 有 


Aot кн? T(t f) <1 | 
от (t, J) < log |f (Zim) | 


30x 
< 2 rC + T(r,, f) 


+ um (2) 10g M Í 14 а) (5. 96) 


注意 到 点 zjn,EDim,CDjm, FZ in E Оһ, C D, 我 们 用 一 条 位 
在 О, 内 的 曲线 1 连接 点 zjm, 和 0;,, 上 的 一 点 , 则 1 必定 与 圆周 |z| 
= т 有 交 . 取 其 最 后 一 个 交点 , 则 该 点 可 以 确定 圆周 |z| = 1:12 
上 的 一 个 连通 弧 段 ,使 得 该 弧 段位 在 О, 内 , 并 且 将 О, 分 割 成 两 
个 不 连通 的 区 域 . 取 该 弧 段 上 的 一 点 碟 。，| 敬 ,| 一 局 + 使 
48и, (Zia а ХАН. 20, 并 且 根 据 最 大 模 原理 ， 
RITHE hm (Z) S Uim (Zia). 于 是 ,根据 (5 96) 式 和 定理 3.1 有 


4 Зот 1 
> [АМЕ + Dn Ttm f) Su, „(2 水 ,)iogM (二 2 7) 
< 9/2 е -afaa lan? у 3T(tn+ 1° f), 
+ m+1 A 
"| 1472 D у < 10 Tra, f) — 108 Piw /) 
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„(= 30r ы), log tm +i 2. | (5. 97) 
Ao 


4) 当 m>mis 时 , 根据 (5.95) 式 , Orv 或 者 整个 地 位 在 0， 
(Tan) в RE sofia) A BAE ER A p, 


(1<w<5+1) ВО жук 0, [+ єз), 我 们 简 
记 0, = Lym FN Oms (ғ) =Ө (т), ЯЗ. 1 有 


Зоя 
Ао ө t Ttm f) < log 17 (2л, ) | 


А, _ 


30x 
sG e NnS) 


1 
+ tjmvi (Zimv)) log мі) 


(11-5 т). 


Ао e,n . 1 
2 fm ° " T(t, f) <и, (2%) log М 0, 本 如 + 


` 
n(izl= 了 3 тее}. 
— _ {+1 ё 1 ` 
<9./2 е «Гаа rO mlr) iogM 20-6.) | 


пб.) 


+1 dr p 1 
中 < loglog Mm { (= а) 


п) 
-ioglogM 1505) - +) s} 


‚э 
‚(= уор og (5.98) 
O 


Ао 


S$) 假 设 sj+1 个 域 Nim (Y= 1,2,.. з) 9 [+a] 


交 . 我 们 首先 任意 取 定 一 个 值 yj)(1<vYj<s;+1), 然后 定义 一 个 新 的 
B Am 用 以 取代 Qi 具体 地 Qs 定义 如 下 : 先 取 一 
点 ZimE (tm) Qz =t,), 使 得 


HG 人 ) Y(121=:,). 7). 


明 显 地 ， 点 zj я о, -- (aj 的 内 点 BEEKA 


[YM{ I z=) 7), SMB d [NA] Etm) f) 1 
中 取 值 Aç, 使 得 等 位 线 |/(z) | 45 是 解析 的 .考虑 集合 


Е-Е}. [f (z) 1> Aš, [а] <). 
记 含有 点 zj 的 连通 分 支 为 0 则 根据 最 大 模 原 理 , ж 
全 DN (121 ==) 不 是 空 集 且 含有 内 点 . 另 一 方面 , 根 


#s ( 5. 14) A. FA ma, Miz > Mit #1824 т 之 mis 时 ,有 


Ao ® ум {D tn) ZI = tm) f} > Mo- 
于 是 ， 当 m > ml Bf, Ж й„< +a) 并 HAm 5 O, 
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(1<у›<5з,+1) 无 交 . 记 圆周 Izi = rf <r < iat o. и 
部 分 的 线性 测度 为 r0;,(r). 应 用 定理 3. 1, 我 们 有 


log M | IZ (tn) (0121 = tm), f} = 1ор]/(2„) | 


1 
< ylogM { 9,02.) (0121 = ta) 7) 


— 1. +1 dr 
+ 9. 2 ef Btm! tn? бй Jog M 


1 
x faz )N(1z = тө) 小 


нт ағ 
z| — < loglog M 


21 +? rÜ, (r ) 


1 
x Га (2). =), 
—loglogM { 0, (1„) (0121 = tm): 7). 
‚(= + г), + log 24/2. 
O 4o 


于 是 ,我 们 在 形式 上 重新 得 到 了 (5.98) =. 

今后 , Ут >т\› #ls, Z 0(1 < j < l) 时 , 若 置 1 < v # v; < sj 
+ 1, ЖЩ (5. 97) R: у = у, 则 取 (5. 98) 式 . 

(6) #5;/=0(1</<1,). 类 似 地 ,我 们 可 以 定义 区 域 Qim 


ch, (5 mi) E2 (1+1) < D; (inti) 和 时 出 不 等 式 


нты dr loglog M 
— < 
a 1O (r) og 108g 
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х fahm) nC = з) 
2 
(4 =- 
- logiogM Í (jn 人 el =) 
+ + 中 tiog tm + log 252. (5. 99) 
о 


(7) BE LM MO RNE N т>", 
mm 211+" <r<— В, # V 


则 有 

> Omr)+ > Om(r) <2n. 

1< j<11 т! 
1< уя vj <s; + 1 
于 是 ,我 们 得 到 
—— 1 
2 | . 
(р, +1) -| ‚А, Seim (r) йм) 


sy“ 
1<yvwvj<s; + 1 


2 
Z, Vem) ЖЫЗ — 


1 1 
< 2л 一 一 一 一 十 — í 
И З O, (r) РД HO 


зува зу ні 
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1 tmi dr Hem+1 dr 
—(p +1)? — < л Ow (r) 
2 (p. ) МЕ r да, [е "Ө, (r) 
s 


J 
1<vwvj<s; 1 


4 4 
+ > al ë 7 


2 
1<Jj<i 201+" 10 (r) 


进一步 ,根据 (5. 97) 一 (5. 99) 式 导 出 


村 (pi +1)? fiog tesa — n logtn 一 ов} 
<р; logra, r J) — log тыл} 


30 54 /2 
+ (2 + 1) тр, log tma + р, log 4 
о о 


+ >, [esos (11 а) 


1 1 
一 glog] 3 Í+.) (151 = 本 л} 
+ (2 + 1), logt, + пов 42. (5.100) 
0 


现在 , 设 序列 R,(n = 1, 2, --. ) 满 足下 述 条 件 : 


. logT(R,,f) 
lim 一 全 一 一 ”一 一 
бр logR, 


对 于 每 个 充分 大 的 值 n, FEE m, 使 得 


tm -1 <R, < tm (5. 101) 
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于 是 ,我 们 有 


(1 +ñ2m, 2 
ro 


=r | < К, 


тд 1 


Іор Іор R, — loglog ro 
2108(1+ n) 


+1, (5. 102) 


п 一 


同时 有 


+ 中 2mn 一 2 
t >rt 


тиі 


1 


-人 (二 1 y” (2n H)’ +03 
> 人 1 уш ss 


1 (ГЕЗ 
> F, , (5. 103) 


V 


т. – 2 I mn—2 
> logtm< У log (2 ') 


т=туу т=туу 


т» – 2 


= > logra +92m*+1 L (т, – ту: — 1) 082 
m=m;2 
ma - 2 . 

= Y (1+n)2mtllogro + (т, — т: — 1) 1082 


(1 十 1)2mm :一 (1+3) 212 *! 
2(n+1)n 


= logro 
+ (m, — m,> — 1) log2 


‚ (1 +n)logR,— (1 +n) "27! logro 


我 们 得 到 


< —- К - 
(2+) 
+ (m, — m i> — 1)log2. (5. 104) 
Ж“ m = m.;, ту + 1, ,mm 一 2 则 根据 (5. 100) —(5. 104) 式 ， 
1 t _ m. — 2 
> (Р +n)? ов n — y y logr,, 
t т=т 
те? 12 


— (m, 一 ml2 一 пова] 
< pi log Ttm,- P) = 108 Ttm n] 
+ У оном (а) 
1<j<l, 
1 
ní =) 
1 1 
一 loglogM 12(.,, JA (12 =) n) 


30 т„—2 
+ (р, „(Ср a) 和 log tm 


m=m;2 


„ 


54、/2 
+ (Pi 十 五 ) (Mm, 一 miz 一 Dilog24 


0 


1 


1 47531982 — 108: 


mi2 


1 , 1 
z (Pi 十 l) |та уув, 一 
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_ (1! + n)logR,— (1+) 2"12 *1 ово 
2+9 


log log К, — Іор logro 
一 一 一 一 一 一 一 一 10616 
2log(1+n) 5 


30x 
(р, + h)logT(R, f) + 11083 + (р, + Е + ) 


人 


x (1+ n)nlogR,-— (1 +n)?"i2tlylogro 
2+ 


loglog R, 一 loglogro 
2log(1+n) 


+ (р +h) 


30r — 
Wa +1м2 . 54 /2 
x log . 


А, 


用 logR, 除 不 等 式 两 端 , 然后 命 上 -+ co, 我 们 判定 


1 2 l _ (1+л)п 
-у (р, +h) {rr w | 


30r (1+ 
1 (1+) 


<2и+2( = +1) От". 
о 2+9 


Ж йй n — 0, 则 得 
Ру +, < 2и. 


但 是 ,这 与 (5. 69 ) 式 相 矛 盾 . 于 是 ,定理 5. 14 完 全 得 证 . 
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第 六 章 “ 亚 纯 函 数 的 亏 值 和 它 的 反 函 数 
直接 超越 奇 点 间 的 关系 


在 第 五 章 , 我 们 对 于 整 函 数 已 经 半 论 了 亏 值 和 渐 近 值 间 的 关 
系 . 现 在 ,我 们 对 于 亚 纯 函数 讨论 亏 值 和 它 的 反 苯 数 直 接 超越 奇 点 间 
的 关系 . 


$61. 具有 亏 量 和 等 于 2 的 亚 纯 函 数 类 "sa 


定理 6.1 设 w=f/(z) 是 开平 面 |z| < + осо 上 的 一 个 亚 纯 函 数 ,z 
=g(w) 是 f(z) 的 反 函 数 .g(w) 的 判别 直接 超越 奇 点 个 数 为 1 fz) 
的 亏 值 个 数 为 p, 其 中 [个 亏 值 同时 是 g(w) 的 直接 超越 奇 点 .如 
* f (z ) J RAA 


A(/)=>ó(a,f),ó(a, 7) >0, 
等 于 2 Др +124, rh n Jë f (z) 的 下 级 . 
证 . {= +оо 时 ,定理 6.1 成 立 是 显然 的 .于 是 ,我 们 只 须 考 


R < + оо 时 的 情况 . 
34 u< +оо 时 ,假设 定理 6. 1 不成立 , 即 有 


Р,—Ї+1>®[2и]+1, 
则 存在 整数 pi < + оо, 0 <р, <р Я, < + сс, О< 1, 和 [使 得 
рРу+1,>®[2и]+1. (6.1) 


根据 假设 A(/)=2, 必 有 p>2 因此 , RIIA DL Ж jp 3 R p, 
+22. 另外 ,根据 定理 3 4 Ж и> 0. 现在 ,我 们 选取 1 个 判别 直接 超 


越 奇 点 户 (/=1 2,1) 和 六 个 非 直 接 超越 奇 点 的 亏 值 afi 
= 1,2, ..:,р,), 其 相应 亏 量 6(a;, 门 =6i>0. 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 
假 设 ai(i=1,2,…,p1) 和 PO=12 0) 均 为 有 穷 值 同 
HJ ó (ос, f) =0. 否则 ,我 们 只 须 作 一 适当 的 分 式 线性 变换 ， 

(1 根据 下 级 /的 定义 ,存在 序列 R:R < R, , ,— + co (п — 
+ so ) 使 得 


logT(R 
lim Jog TES) 


=u, О<р< +оо. 
пә + log R, H а 


进一步 应 用 引 理 2. 1, Жн Bj v = д, Һ, = 0, 我们 判定 对 于 任意 取 定 
的 数 h(h>0), Н(Н> ин), 如 果 置 
K=hH, 
E=E{HITUA, f) <e TU, f) 021), (6.2) 
E[ 1, R, ] =E [L К,], 
则 有 


| 1 dt ` hu 

„т, log R, | > 一 天， (6.3) 
Е.К.) 

再 根据 引 理 3.9, 我 们 判定 存在 一 个 值 ro, го 1 使 得 当 t>r6 

和 te Ef)Lro, 1m) 时 ,在 区 间 [4 e 1(0< о < 寺中 必定 存在 

值 R 和 一 个 相应 的 值 800<8<2z) ЖЕ, (К) (1<igp1), 使 得 

当 0eE(R) 时 ,有 


1 6 
ШЕ т, = ш 1005 (64) 


°T a Ê ner, I), (6.5) 
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并 且 
mes E,(R)2> М = M(ó,h, Н, о) > 0. 
(2) 设 f(z) 在 原点 z=0 的 邻 域内 有 展开 式 


f'(z)= etes +, с,%0, 


7 表示 广 (z) 的 零点 . 当 teE 门 [ro, +оо) BF, Ж 
л(2)= te? zon) 
о ей 27 рен 2° ) 一 六 
一 ©; 
С л(0) ° 
о2°л (2) 
С = 
TO 


W G(z) 在 圆 1z| < ге 2 内 全 纯 ,G(0) =1, HHA” 


7 


Іов * |a] < logt |с, | safia, =) 
—n(0, f'=0) log (те*-?°), 
以 及 


+_ <log+ 1 


[о | les] ` 
ҢАЛЕ ғу, rizr Err Е, A 


rfr, т) 2T(r, f) n 


` log 


1 参见 (3.92) 和 和 (3.93) 式 ， 


(6. 6) 


(6. 7) 


(6. 8) 


(6. 9) 


(6. 10) 
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(r. + )< 2T(r, 三) ， 


mes [re' °, ғе] > 3, 
以 及 根据 引 理 3. 10, 4r>ri fire Eo 时 ,有 


і 
Е 16е! #20 n(n 5) o Tr, Ў) 


с ®Ё®Ё “м тј) Tof) 
iog+ 
Iel  n(0%, f’=0)logr ] 5 
+) — Tf) be < 32 ° 


1 
Ar г 
r) Tef) log* |с, | 0 
性 TGJ) ` Tf) laer < 85167 © 


tlog+ 一 一 一 
т. f) E Ted 


TG, f) 1 Tf) 


其 中 Е, 51883. 10 确定 , mes E, < 2. 

以 下 , 作 类 似 于 证 明 (3.98) 和 (3.99) <, 我们 可 以 判定 
当 reE 门 [r+oo) 时 ,在 集合 巨 (R)(1<i<p) 中 存在 值 bix, 使 得 
34 z, R = Кек 时 , 有 


(6. 12) 


юв |G (zir) |> - T(R, f) ， (6. 13) 


以 及 在 区 间 [tes- te*] 中 存在 值 R'E Eo, 使 得 


e5 十 上 


log М (te °, С) < 8 · 
е" — 1 


T(R, f). (6. 14) 
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(3) 置 


d= min { [а;— а. |, 1а: 6,1, |bj—byl lbj#¥b;} >0. 
1252711 


和 取 定 值 r2, ri 之 ri Etr Н], Н 


ô 
eie T@ f) > 16, 
= 16 — 
nesedia 2 [тыл үс 816707) 
с 
ó ó d 
+e т> Т Jf) < е 256 e <: (6.15) 


*4reE[)[rz, +oo) 时 ,对 G(z) 应 用 引 理 3. 5, EHHA А ге? 5°, 


г (6 5%, 20= Zir А еівте о > 16, 则 在 区 间 上 ЎА, JA] 中 存 
EA, 使 得 G'(z) 在 等 位 线 |G(z) |= A 上 无 零点 , 即 等 位 线 是 解 
析 的 ,并 且 集 合 


О(А) = E[z| |G(z)| >A, |z| <t?) (6. 16) 
位 在 圆 |z| <te 4° 内 部 分 且 含 有 点 zin 的 连通 分 支 的 闭 包 O( z; z) E 
的 任意 一 点 z 可 以 找到 一 条 连接 点 z 和 zix 的 逐 段 解析 曲线 上 , 其 长 
度 
mes L <2 е” + JT мете /二 T(ter 3°, С), 
с 
同时 当 zeL 时 ,有 


1 4 
1G(z) | 204167067), |z| <t. 
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于 是 ,根据 (6. 2), (6.7), (6.8) 和 (6. 121 式 ,判定 2 
mes L и! куза | eman] ， 
以 及 当 ze 时 ,根据 (6.7), (6.8), (6.11) 和 (6.12) 式 ,判定 ?2 
fe Eon 
因此 , гє 82(zig) 时 ,根据 (6. 4) 式 有 
IJ) а SIS (2) = f (zir) |+ IS (zir) —ail 
«р | ldz] +e ЖТ?) 


< мее + [ёт л} 


ó KA 
e 18616 pe FTCN, 


进 -- 步 根据 (4. 15) 式 ,我 们 判定 


_5 d 
|f(z)—a,| <е 256 те. 


于 是 ,pi 个 区 域 N (Zir?) (i=l, 2, “Pi } 彼 此 无 交 . 
另 -… 方 面 ,根据 直接 超越 奇 点 的 定义 , 存在 值 « > £, 使 得 在 z 


平面 上 相应 于 b,(1<j<1) 的 区 域 D ;满足 下 述 条 件 : 
1) 当 zeDi 时 ,有 


1)# (3. 103) 式 . 
2) 参 见 (3. 104) 式 . 
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1 
тъ? а, f (z) #b; , 


2)D, BJ РЫЯ АБ 万 是 解析 曲线 ,并 且 当 ze 万 时 ,有 


1 
СЫ 


3) ШЖ, рр, = Ф. 

根据 假设 A( 太 =2 Zi p>2 于 是 ,对 于 每 个 值 bj(1<jg<1)， 
均 存 在 异 于 4b; 的 亏 值 .因此 ,根据 定理 4. 20, 我 们 判定 

1 

| logiog M {DN (121 =r), 7z- 

lim 


г + æo ор ғ 


| а, 
> J=1, 2, `... lis 


进而 判定 存在 值 r3, ку >к; Err 时 ,有 


міру) = l>. (6. 17) 
ЕНИ ЦЕ Ж] |2| =r 5 ру(=1, 2 узе. аш, м Í, (Y izl 
1 
fb; 
点 2 使 得 


=г), 


| << жааи, t B гэг: 时, 如 果 有 


1 1 
|f (z) ~b] -Mont |z|=7), у-Ь, L, 


则 Zp Æ Dj 的 一 个 内 点 . 
当 te Ef)[ri, + 0 JE Jar ni lz| =R), = 
j 


Judo ni |z] =R), 85 1</<1,) PEEM A”, 
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i 在 等 位 线 - l 二 A”" 上 无 零点 和 极 


使 得 导数 HORA 


1 
f (z) —b; 


点 , 即 等 位 线 是 解析 的 . 考虑 集合 


f l АА h— 4а 
aa = Efa 二 7 > А", |z] <he |. (6. 18) 


WAA) {у ТЕ Mz <ге" 4° Jj БЛ НА # оа 的 连通 分 支 
为 A zir) 根据 (6. 17) 式 ,我 们 判定 Q2(zjr)cDj 另 一 方面 ,根据 最 
大 模 原理 ,我 们 判定 交集 O(zi .)[)(1z|=te' 4°) 不 是 空 集 且 含有 内 
点 .明显 地 ,人 zjg) (= 1,2,1) 彼此 无 交 .以 下 , 我 们 说 
BH A zir) (1gigpi) 和 Q(zjn)(1sjg<l) 也 人 彼此 无 交 . 否 则 , 存在 
点 zoE Azi NAZR). 类 似 地 ,根据 (6. 4), (6.15) 和 (6. 17) 式 判 


定 


d<la,—b;,|<la,—f(ziag)| + |f(ziz)—Jf(zo)] +|f (zo) – 61 


a 


А) (е) Пар, 
1, x 2 
从 而 导出 矛盾 . 

注意 到 pi +122, 圆周 |z| =r(r>R)+# ВЕ A {у ТЕ A zr) 
(1<ї<р,) 内 ， 以 K О(2}к) (1<ј<1,) 内 іс BD |2] = 位 
在 Gzipg) 内 的 部 分 为 0 f ТЕ MAR) 内 的 部 分 为 05,r0;(r) 
和 r9;(r) 分 别 表示 0, 和 090; 的 线性 测度 .于 是 ,应 用 定理 3.1, 注意 
5 т< R <1е°, 根据 (6. 13) 和 (6. 14) 式 有 


log |G (zir) | < 76 a g (R, f) 


{не -4@ 


+9,/2 e Ka log М (ге, Сб), 


се т < log Т log Т 
| Or) * og Т(ге", f) — log T(t, f) 


а 
21е 


Е ‚ е°+1 | 


Ó е°— | 


і= 1 2, pi, (6. 19) 
以 及 根据 (6. 18 ) 式 有 


1 
FF Bl ° -gremo {zI =R), пъ! 


A-4 


— зней а 
十 9/2 ce 2R TT log M 


. log 


h — 4 1 I 
рае ), f | 


1 


teh 4o ғ | һ-4а) 1 
一 一 一 一 一 Ф M. D. = -40), 
| TC) log log i 人 (zl=te F } 


2teT 


~loglog M $p \0121=2), 75; =) 


+log (18./2 ), j=L2 5h. (6. 20) 
(4) 根 据 假 设 ,存在 单调 趋 于 oo 的 序列 {r.y}, 使 得 


пә +o log r, 


根据 (6. 3) 2, ул 充分 大 时 ,在 区 间 [ rs, mm] 上 满足 不 等 式 
Т(ге*, 7) <e*T(t, f) (6.21) 


的 值 非 空 .任意 取 定 一 个 充分 大 的 值 n. йг, ЖЕТЕ ЇН [ rs, л, 1 上 满 
足 (6. 21) 式 的 最 小 值 ,tz 是 区 间 [i1, ra] (tf tie") 上 满足 (6. 21) 式 

的 最 小 值 ,已 是 区 间 [tir,] (1; =1;её^) ЕЙ E (6. 21) 式 的 最 小 值 , 如 
此 继续 ,经 m 次 后 有 


Sr tr. (6. 22) 


在 (6.19) 和 (6. 20) < Ф, Ж№г=1,(к=1, 2, =m), 并 记 &(r) 
=a (r) MOr) = Ө (r), 然后 对 上 求 和 得 到 


h-— 4а 


m те dr 
л — r log Tl tne", 
k=1 | rg, (т) f) 
4 mlog 6x32x9 /2 etl 
mlog 5 T t 
i=1,2, = Pi ， (6. 23) 


бау <ом 
л — < loglog 
= 2t es rü (r) 


х foni |Z| =„е* te), = | 


+mlog (18./2 ), j=1,2 =s - | (6. 24) 


应 用 引 理 3. 8, 置 其 中 的 f(z) = OE ,(1<j<l)R=t,e* °,К' 
= „е“ Зе r= teh? H= — tme", W 在 区 间 [tne*“， 


tne" Зе) 中 存在 值 R", ВА |2| = К”є (?) 并 且 有 


ювм {Nal = ,天 s" 产 
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1 
<овм {D М \021= А"), 725, = 


| 8e2t eh 2° 
t e 2° + t, eh 3° 2 (es—1)t,eh 4а 
< h-2 К=з + 而 二 т 
t e" 一 Le ~ tme T 
log le 29 
т 


1 
x („её +). 
fb, 


进一步 ,根据 (6. 10) 式 导出 


bsa {oN |z| = tmt), EE | 


十 


е” +1 1 16e2°+! 
<2 log 
es—1 G 2? 一 1 


代入 (6. 24) 式 ,我 们 得 到 


т эгей 4 dr __ 
> | < log T( tme", f) +mlog (18 /2 ) 
= 


21е тё (r) ) 
е" + 1 2 16е29 +! 
2 —log—— 
кыв 1 + < og =1 } 
j= 1,2, МАА) L. (6. 25) 


根据 (6. 22), (6. 23) 和 (6. 25) R, rel | ze ‚һе | 
时 , 我们 有 


1 


Pi ~ 
2 = Н ” ——R=—— 
то М VAGI 
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ДБ ! +y 
г=ї O, (r) j=1 O, (r) | 


pl 1 11 1 
< Gr) T Bt) |. 


т зей 4а 2 
у | (p +L) dr 


21е" r 


Pi m Rr eh 4а dr 
< 2 x — ЖИЕ 
P. 2, | 21е ғ, (r) 
li m Зент 472 dr 
| 
j=1k=1 2 ez "Ө (r) 


<2 fp, log T(r,, f) 十 mp 


ô е°— 1 


x log | 6x32x9/2 е+1 | 


+ l, log T(r,, f) +ml,log (18. /2 ) 


e" 十 1 2 16е2° +! 
+ log| 2 一 + -一 log ， 
е б 


一 上 е°+ 1 
(р, +1,) {mh—m( log4+5o)} 


<2{ 108 7(ғ,, f)+m-0(1)) . 


另 一- 方面 ,根据 (6. 3) 式 ,和 (6. 22) 式 有 
dr 


+1)h> — 
(m ) |... r 
r, 


z 


rs 


mh < log 


于 是 


(pi+1) 1 dr 1 
Pitt logr, J 8571 r logr, 


log4+S logr,— logrs 
һ | log r, 


<2 log T(r,, f ) „ ОЧ) ‚ logr,— logrs Я 
Іов ғ, һ logr, 


4 n> + co 时 ,根据 (6. 3) 式 判定 
һи log4+5 1 
mr 人- на _ = М 7 + 250). 


进一步 , 命 天 一 二 co, 一 十 co, 我 们 得 到 


pi + S24, 
但 是 ,这 与 (6. 1) 式 相 矛 盾 , 从 而 定理 6. 1 完全 得 证 . 
9862 ТУНУН 


定理 6.2 设 w=f(z) 是 开平 面 |z| < +оо 上 的 一 个 亚 纯 函 数 ， 
ЖТ n< +оо, z=g(w)i f (2) ВБ В. iu (2) 9 Julia Зыр 
为 9g(w) 的 判别 直接 超越 奇 点 个 数 为 由 (z) 的 亏 值 个 数 为 p, 其 
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中 7 个 亏 值 同时 是 g(w) 的 直接 超越 奇 点 , 则 有 关系 式 
p—l+l<g. 


W. (1) 首 先 我 们 考虑 下 述 情况 :.g<+ co, p< + оо, I< +оо, 
Ж#Н ААВ р= 0, 1=0; 3 р=0, 1= 1; а р= 1, 1=0. 

ТЕ БЖ К, REA p> 2, 或 者 有 1 > 2, RKA p> 1 l l> L. + 
是 根据 定理 3. 4 和 定理 4. 20 的 系 1 我 们 判定 A>0, 但 是 下 述 情况 例 
外 :p=1! 和 1=1, 并 且 相 应 的 亏 值 a 和 直接 超越 奇 点 b, Ж a= b. 不 过 
对 这 种 例外 情况 , 定理 6. 2 显然 成 立 . 另 一 方面 ,根据 定理 2. 15, RA 
ЯЕ q> 1. 

以 下 ,我 们 记 w=f(z) 的 p 个 亏 值 为 a(i= 1,2,…, p), 其 相应 亏 
量 为 6(a;, f) =д,>0, 记 反 函数 z=g(w) 的 1 个 判别 直接 超越 奇 点 
为 bj(j=1,2,…,1). 根据 不 能 有 p=0,1=0; 或 p=0,1=1; 或 p=1,1 
=0, 根据 引 理 4. 11, 则 对 每 个 b,(1<j<i) 都 对 应 一 个 区 域 О; 最 后 
记 /(z) 的 4 # Julia 方向 为 A(9.) (k= 1,2,...q.0<0,<0,<-..<0, 
<2л).@ 


со 一 min {Ori—O}, 0..1 =0, +21, б = тіп {6.} 
| 1<k<q 1<{<р 
ЖИЕ E 4 3 n, 
усо А 
0<%< 襄公. 中 (6. 26) 
则 根据 引 理 2 2( E J ОА, =0,h=3) 和 引 理 3.9( 置 其 中 的 o 


二 log2, H= u), & Ж ff ТЕ W + FF #lr,(n=1,2,-..) 和 ti(n 
=1,2,..., ), 使 得 ? 


1) 当 p=0 时 ， 我 们 不 必 再 应 用 引 理 2. 2 和 引 理 3. 9, 而 直接 考虑 满足 (6. 27) 式 的 
一 个 序列 Pr (n= 1.2, ---). 
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JlogT(r,, f) _ 


li ， 6. 27 
Бе logr, В ( ) 
r, < t; <?r, , (6. 28) 
以 及 
mes E > K, = K, (ô, p) >0,i=1,2,.... p . 
ЮА Ета 


log T(t, f) (ажоо), 


1 5 
> 
Í IS (te®)—a|l 4 
| ó 
log | f (te) | > g T) (а= оо) 


成 立 的 6(0<0<2r) 值 集合 .根据 下 级 的 定义 ,以 及 (6.26) 和 (6. 28) 
式 , 当 充分 大 时 ,有 
Tita f)2T(r, е) 2". (6. 29) 
另 一 方面 ,对 g(w) 的 每 个 直接 超越 奇 点 5;(j=1,2,…,1), 根据 
引 理 4. 11, 当 n 充 分 大 时 ,在 区 间 rA", r 中 存在 值 二 , 使 得 
@(ть)>К„=К,‚(п„и)>0,]=1,2,..-,1, 
+ ЖКӨ(„) A FAR 38 Ж: ЯТ И 0; RRRA |2] =, 位 于 0, рв 
£ ЙИ ,.Ө (т) 表示 9 的 线性 测度 .另外 , 当 ze0. 时 ,有 
lo 1 (b,# со) 
SF) bl 
(6. 30) 
1 
Іор |7 (2) 12 12127" (Ь;=оо). 


我 们 再 取 定 一 个 数 & 


K 


‚фо . 
0<e< п.е min (K, к,}. 


2= Ú THO, +E, 0,5; —ё) ， 


则 根据 定理 2. 13 mA NEA, 我 们 判定 存在 三 个 判别 值 w VAE 
使 得 

— logtn(r, 9, = Х 
бт og а X) o, yx = =, B7. 


ЖН а, 8,， 间 的 相互 球 距 均 大 于 由 0 < d < > 


(2) 当 n 充分 大 时 , 每 个 亏 值 ai(1 < i< p) Я ФА E, 
mes E" > К. 根据 s 的 选取 , 在 9 个 域 Q(0 + 22, Orpi — 28; r1 7", 
2ra) (k= 1,2,.... q) 中 和 对 少 存在 一 个 域 人 (0 + 2є, б, +1 — 28; 
ri", 2г„), 使 得 | 


mes { Er ò) [Or + 2, Oksi — 2E] } > 5 
按照 这 种 方式 , 我们 可 以 使 每 个 亏 值 a; 对 应 一 个 域 О(бӨ, + 25, Orti 
— 2e; гї 7", 2г„) (i= 1, 2, --, р), р ^5 а (i = 1,2,…,P) 对 应 p 
个 域 AO, + 22, Orti 一 2er!" 2r) (i= 1,2,.... p). 以 下 ,我 们 证 
HRA { O(0, + 2, Ө, ү — 257", 27) |i= 1,2,.…,p} 中 任何 两 
个 域 不 相 重 合 . 

事实 上 ， 如 果 存 在 两 个 域 О (0, + 2, б +1 一 26; 17", 2г„) 和 
Q (б +2, 0..1 — 28; ғ" 2r) 相 重合 , 则 有 后 = k, = КН 


„о, шша 1 
Eiti 应 用 引 理 5.1, 置 其 中 的 9= (0, — 0) — s, К = t, 
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К, = 17" К, = 21, Ea = Е (re? | pe E) LOk + 2, 0,+: 

урне 55а а”, -Ê тој fav= 0, W 35 n £ 
q 

分 大 时 ,对 位 在 Q Or + 26, Okri — 2era " 2r,) 上 且 在 一 些 圆 (，) 外 

的 点 z ,有 


—4x 


! > A(s.0) | пова)" ‚2 Өкуу—@#к—2є 


1 + 
°® 17) — al 
-4 __ __ ó , 
х Fp Or+1 Вк 28 4 T(t) 


ån án 
— В(ғ, 0. d) -2 0k +1 “Ok 2E r, Өк + —Өк-— 2 


x {22" . r2 . 27° т11ов (2г„) + log* lal} 


Brn 
> Ale 0,n д) е" 


lón 


x Tita f) — B(s, Odn)r © +. 
HE n 的 选取 ,我 们 有 


Злу 


-q+ (0-0) >> 


8л 
w w 


再 根据 (6. 29) 式 ,我 们 判定 


ч 
t| < 


А 1 
log у а? 


1 
1) Ма, =,со 时 ,我 们 只 需 考虑 函数 一 一 一 . 
f(z) 


2) са < e (6.31) 


分 外 (7) 的 半径 之 和 不 超过 -二 局- 于 是 根据 条 件 


K 
mes { Er (Y TO, + 2e, 0... — 2] ) > > е, 


我 们 判定 在 О (бу+ 2, Ori — 26 rl", 2r,) 内 ,并 且 在 圆 (?) 外 存 
在 -点 2 使 得 


1 5 
log СЗ a] 之 本 了 (bo f). 


再 根据 (6. 29) 式 和 的 选取 , 当 n 充 分 大 时 , 我们 得 到 


1 У 
оёлу а 21,2, 
或 
| (Z) — а, | < (6. 32) 
因为 ix 六 所 以 mw Z а. 但 是 ,根据 (6. 31) 和 (6. 32) 式 , 我 们 
有 


x 
—r,2 


la —a,| < f (z) — al + (z) —a,| <2e ". 


于 是 , 当 半 充分 大 时 ,我们 将 得 到 矛盾 。 

(3) 3 n ЛЖ. giw) 的 每 个 直接 超越 奇 点 bj(1 < j <) 对 
应 一 个 集合 0 HEAO) > К (} = 1, 2, 1). 根据 6 的 选取 ， 
fr q BL AO, + 2e, бу, — 2в; к", 2ra) (k=1,2,…,q). 中 至少 存 
在 一 个 域 000, + 2E, Or +1 一 26ra", 2ra), 使 得 

mes { 0, N гё, + 26, Ө, +1 — 260.) ) > r: 


- 550 - 


按照 这 种 方式 , 我 们 可 以 使 每 个 直接 超越 奇 点 bj 对 应 一 个 域 O O, 
+ 2e, Ө, „у — 26; 27) (= 1.2, -, 0), ШТ, 我 们 证 明 集 
合 { OQ (0, + 2z, Ө, + — 257", 2r,) |ј = 1, 2, -a d} 中 的 任何 两 
个 域 不 相 重 合 . 

事实 上 , 如 果 存 在 两 个 域 000, + 26, буа — 28; т 7", 2r,) 和 
О (Oky + 2e kyai — 26; т", 2.) Ж Ж Я, | ЖА = К. = К.Н 


EJAJ BUR S. L ЕДНО = 了 (Oai 一 9.) — s R = 


= Dj, 


K 
К, = гі", R, = 2r,, Еа = 0, Н = => х= Б N 
q 


= S 则 当 n 充分 大 时 , 对 位 在 TU0, + 26, 0 — 26; 
中 于 27,) 上 且 在 一 些 圆 (+) 外 的 点 z 有 

(z) =b) se, 
RA C) KEELATA та". TEE 0; LAER (r) 外 存在 
一 点 z, 使 得 


x 


Vz) —б| se", 


AREO CEER (r) 外 存在 一 点 z%, 使 得 


f(z) bl ет", О (6.33) 


另外 ,根据 (6.30) 式 又 有 


i- 
Иба) — brl е1 


ж 
Иш r, mty- m _r,2 


< em | (6. 34) 


根据 (6. 33) 和 (8. 34) 式 ,我 们 得 到 
' 551 · 


lbj—brl < If (z) — Б + (z) —Ь,| < 2e " 


因此 , 当 n 充分 大 时 , 必 有 b;= b, = b. ВАЗЕ 2, Mz д, ЖОЮ 
Bd (7) 则 用 圆周 弧 取代 , 于 是 求 得 一 条 连接 点 zz 入 点 的 连续 曲 
# L, 并 且 当 zeL, 时 ,有 


x 


(2) — b| < >. 
注意 到 


lim /(2,) = b; 


п» + о 


lim /(2;) = b, 
п + о 


lim f(z) = b,b = b; = b;, 
n> + о 


zeL, 


我 们 判定 b; 和 bb,, 是 非 判别 的 直接 超越 奇 点 , 从 而 导出 矛盾 . 

(4) 我 们 证 明 两 个 集合 { 000, + 26,0, +; — 26 ra~”, 2„) |і 
=, 2, зур} 和 { QO(O + 20... — 2 о", 2r) у 
= 1,2, …, 1) 之 间 至 多 有 了 个 域 相 重合 . 

事实 上 , 如 果 两 个 集合 { О(Ө, + 22, буя — 25 1-" 2r) li 
= 1,2,. сэр} A { О(Ө, + 2e, б, ‚у — 25r” s 2ra) |j = 1, 2, ---, 1} 
之 间 有 多 于 了 个 域 相 重合 , 则 其 中 必定 存在 域 Q(6 + 2в, 0,., 一 22; 
Ori" 27,) (k = k= К) 使 得 ai = b. 另 一 方面 ,类 似 地 应 用 引 

Яй 5. 1, 我 们 可 以 判定 a = Ь. 于 是 导出 矛盾 . 

因为 两 个 集合 { О(Ө, + 22,0, ‚ү — 281 T", 2ra) і = 1.2... 
p) Яй { Q(0, + 2, Ө, ‚ү — 26; 7", 2г„) |} = 1,2,1} 之 间 至 多 
# 个 域 相 重合 ,所 以 我 们 判定 


р-!+і< 9. 
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(5) 最 后 ,我 们 考虑 其 它 情况 : 
当 g = + oo 或 PP 和 1 同时 取 零 时 ,定理 6. 2 成 立 是 显然 的 . 

当 p=0,1=1 或 p=1,1=0 时 ,根据 定理 2. 15, 我 们 判定 g>1 T 
是 定理 6.2 成 立 . 

当 g< 十 0 时 ,p= 十 oo 或 1= 十 oo 的 情况 不 能 发 生 .事实 上 , 当 p 
= +оо, l< + оо ВЇ, ВИЖ р < + оо, 使 得 


Р—Ї{+1>фа. 
但 是 ,根据 最 先 考虑 的 情况 (1) 的 证 明 应 有 
р—Ї+1<4. 


从 而 导出 矛盾 . 当 p< + со, = + оо BË p= + co, [= + co kt, Ri b! 
类 似 地 推 得 巴 盾 .于 是 定理 6.2 完 全 得 证 . I 

定理 6. 2 有 下 述 推论 : 

系 1. I<q. 

%2 р<4. 

3 #Æp=q4, WA l=. 

Z4 #l=q, WA p=. 

我 们 能 和 否 构 造 一 个 下 级 人 为 有 穷 的 亚 纯 函 数 , 具有 9 条 Julia 方 
向 ,! 个 相应 于 皮 函 数 的 判别 直接 超越 奇 点 ,P 个 亏 值 ,其 中 上 个 亏 值 
同时 是 反 函 数 的 直接 超越 奇 点 ,使 得 等 式 


Р—Ї+1=4 


成 立 ? : 
定理 6.3 设 w=f(z) 是 开平 面 |z1 < +оо 上 的 一 个 亚 纯 函数 ， 
其 下 级 为 如 0<p< + оо, 2= (ж) f (z) ВК. f (z) BS Julia 
方向 个 数 为 4,g(w) 的 判别 直接 超越 奇 点 个 数 为 Lf (z) 的 亏 值 个 数 
Hp 其 中 了 上 个 亏 值 同 时 是 g(w) 的 直接 超越 奇 点 .再 假定 4< + оо 
#1 р +1=4. 则 太 (z) 的 每 个 亏 值 同时 是 渐 近 值 . 
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证 . (1) 首 先 ,根据 条 件 p 一 /+i=q< + со, 我 们 判定 pP< + оо 
和 1< + co. 其 次 ,不 妨 假定 p> 1, 否则 定理 6. 3 失去 意义 . 当 P>1 时 ， 
根据 定理 6. 2 有 gq>1. 另外 ,根据 定理 3. 7, 我 们 判定 级 1< + oo. 

以 下 ,我 们 记 w=/(z) 的 p 个 亏 值 为 a(i=1, 2,…, р), 其 相应 亏 
景 为 6(a;, f) =5,>20. 5 — ФЕ, 5 а,(1=1, 2, ---, 7) 8 z=g(w) А 
直接 超越 奇 点 .再 记 g(w) 的 1! 个 判别 直接 超越 奇 点 为 bj(j 
=1,2,…,1), 应 用 引 理 和 .12, 则 对 每 个 bj(1<j<1) 都 对 应 一 个 区 
ы 0, 最 后 , ef (2) Wq # Julia 方向 为 A(9.) (k=1,2,..., q 0<0, 
<0;,<-..<0,<2zx). E 

= min (0,,, —0,), O41=0 +2п, 


1<k<q 


$ = min „180 


1<і< 


ВИЕ НИ е 1, 


От 2, у пип} — 
n= gon У 0 > H . 


然后 , ЖОП ЖЫШ РЕ p| r,=20 + (n=1,2,…). 根据 引 理 2.5 和 引 
理 3. 9, 只 要 no 充分 大 , 则 当 n 之 no 时 ,在 区 间 [r1-",2r,] 中 必定 存在 
一 个 值 te RA FAM: BE (i= 1, 2, МАГ D) 表 示 使 不 等 式 


log Tf) (aso), 


I aT > 
ô 
log |f (te) | >q 1057) (а=) 


成 立 的 6(0 委 0<27z) 值 的 集合 , 则 有 
mes Е? 之 К, = K (ó, Ар, n) >0, i=1, 2, -eey Р 


另外 ,我 们 还 有 


.SS4 . 


一 一 i- 一 
СОЕ 


另 一 方面 ,对 于 g(w) 的 每 个 直接 超越 奇 点 bj)(1<j<1), 根据 引 
理 4. 12, 只 要 mo 充分 大 , W Anan В, EREC”, r, ] 中 存在 
{А tim (0119 


O (tia) 2K =K(ņ, А) >0,ј=1, 2, `... 1 > 
HAE On) A FEE: EH 0 И |z) = t, tz fE Q, рвав 
27, D nO (ERRER bo 的 线性 测度 .另外 , 当 ze б 时 ,有 


1 
log 2|z|2 " (Бутоо), 


o 1 _ 
If (2) 1 

log|f(z)|2|z[Z " (у=). 
最 后 ,我 们 到 定 一 个 数 & 


А w K . 
0<z< min |, r: K= min {K,, K; ) . 


q 
n= U 0, +=, 0,,;—=), 
к=1 


则 根据 定理 2. 13 和 有 限 覆盖 定理 ,我 们 判定 存在 三 个 判别 值 w B, у, 
使 得 


lim log*n(r, 2 f=x) 


=0, =K, P} >» 
r +o logr X=% В, 


ЖН z, B, у 间 的 相互 球 距 均 大 于 由 0<d< Z. 
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(2) 类 似 于 定理 6.2 的 证 明 , 只 要 mo 充分 大 , 对 于 每 个 值 n(n 
=no,no 二 1,…), 我 们 可 以 使 每 个 亏 值 ai(1<isp) 对 应 一 个 
Җ О(0, + 26, 0, +1 — 26; 7", 2г„). a, 对 应 于 域 信 0 + 26, б, +1 
一 2E;rn ", 27.) RHA 


К 
mes { ЕРГ\[ б, +26, б, +128] ) > ` 


同样 地 , 我 们 可 以 证 明 集 合 { О(Ө, +2, Ө, +  —28; ri", 2r,) li 
二 1, 2, …,p } 中 的 任何 两 个 域 不 相 重 合 ， 

类 似 于 定理 6.2 的 证 明 , 只 要 no 充分 大 , 对 于 每 个 值 n (n= пу, no 
十 1,…), 我 们 可 以 使 每 个 直接 超越 奇 点 bj(1<jg1) 对 应 一 个 
җҖ О(0, „+28, Ok +  — 28, п", 2ra). bj; 对 应 于 域 Q (0, „+ 26, 0, +a 
= 26717", 2r, ) 表 明 有 


K H 
mes {ON TU Oka t 2E Өк, +1 25; tn) ) > PI a- 


同样 类 似 地 , 我 们 可 以 证 明 集 合 { 000, „+ 2, Ө, +1 — 26,717", 2r.) |j 
=1,2, -y 中 的 任何 两 个 域 不 相 重 合 . 

最 后 ,类 似 于 定理 6. 2 的 证 明 , 我们 可 以 判定 两 个 集合 { A Oen 
+ 26, Ü, + 1 285 гі", 2r)|i=1,2,.... p) 和 { O(0, „+ 26, 0, +1 
— 26; ri", 2г„) | 二 1,2,…, 1) 之 间 至 多 有 ?个 域 相 重合 .于 是 p 一 I 
+1< д. 

В {Б йр—!+1=4, # T Ж ëE S + R Q(0,+2s, Okri 
2617", 2ra) (k= 1, 2, …, q) RD ERTE A (О(0, +26, бу + 
2617", 2r) |1= 1, 2, p} 或 Ж 合 { О(Ө, „+25. 0+1 
= 26; 7", 2р,) |J= 1,2, +1}. BW, ЖУЗ р—!+1<4—1, 于 是 得 到 
了 矛盾， 

现在 , 我 们 证 明 每 个 亏 值 a,(!+1sigp) 只 能 唯一 地 对 应 一 个 
域 2(0 + 28, 0, + 1 28; r, 7", 2г„). 事实 上 , 如 果 不 然 , 则 存在 某 个 
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5ta (l+ 1<i<p), 使 得 有 


' 24 


以 及 


24 


` 


mes { E ( [0,. HRE 0+1=2] > 
ЗЕН 上 天 km. 于 是 ,我 们 同样 可 以 证 明 集 合 : 
О(0, + 2, Ok +1 一 дет" 27,), 

000, + 2e, Ok +1 一 26517", 2ғ,) (i = 1, 2, = р) 


中 的 任何 两 个 域 不 相 重 合 , 并 且 这 个 集合 与 集合 { Q(0,, + 26, 
б —2вт-®2г„) U = 1.2... 1) 之 间 至 多 有 ! 个 域 相 重合 .了 


ША 
A 


(p+ 1) — F +! <4 


但 是 这 与 假设 一 【 + 1 = q 相 矛 盾 . 
(3) ME. RINEN n > no Bt, H kin = ki, (P + 1 < i< р). 
首先, 注意 到 每 个 域 2(0 + 2e, Orri 一 265 7", 2r,) (К = 1, 2, 
. q) BIT {OO + 26, Okiti — 26; 17", 2r) i= 1, 2, p} 
或 ООО, t 2e, USET — 2g; т", 2ra) |} = 1,2, -…, 1}, 以 及 每 个 
W OLO, + 2e, буу — 28; ragh 27,1) (k= 二 1,2,…,9} Ü ж F 
ОО, 十 25， аз! —2 Р, 2 i= 1,2. 5р) 或 
eQ, ,1 t26 Ox eT 2,41) |) = 1,2,1}. Р. 
ШЖ 对 " F i(I+1<i<p) H kin # ki, 则 必 有 k; = kinsi 
(E Ai) Rki = Кажа 
MAE = Кушу. 类 似 于 定理 6.2 的 证 明 , ©] {у {Е 000, + 26. 
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Orta 一 25; rio, 2г„) ЕН (7); 外 的 点 z 有 
(г) а е", 


其 中 国 (y); PEZAR- ra, Щ ЖЯ FLE N Onne 
+ 2e, бф үа 257000 27,61) 上 且 在 一 些 圆 (?); 外 的 点 za 有 


x 


2 
|702) — ar] Se, 


其 中 O) 的 半径 之 和 不 超过 -3 呈请 注意 到 
kin = kinti ripi = п-т < г 
щ Ж (у) = (у); )(у); KEB 和 不 超过 ("+ rizr) 


< 了 mm RIIA R ЕГО, +260, 26 r) 上 存在 一 
点 zoE (у). 于 是 ,一 方面 有 


_ r: 
(zo) = | <ë ™, 


另 一 方面 有 


x 


Ибо) — a, е", 
Н, Bi r, ВТ a, з а. 因此 只 要 no 充分 大 ,我 们 将 导出 矛盾 . 
WMR kin = Kinti- 注意 到 а; = b, 则 类 似 地 可 以 导出 了 矛盾. 
ЖК, = ki, (n = по, по + 1,---), 则 在 од, + 2e, Өк — 2e) 中 
必定 存在 一 条 伸展 到 oo WEER L, 使 得 


lim f(z) =а, Р+1<ї<р, 
Izi= +o 
ze L, 
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Bla 是 一 个 崭 近 值 . 另 外 ,ai(i= 1,2,…,!) 是 g(w) 的 直接 超越 奇 
A. 因此 ,ai(i = 1,2,.... 1) 是 f(z) 的 渐 近 值 .于 是 定理 6.3 完全 得 
ШЕ. 

如 果 在 定理 6.2 和 定理 6. 3 的 证 明 中 ,我 们 用 引 理 3. 13 代替 引 
BE 5. 1, 则 类 似 地 可 以 证 明 下 述 结 果 : 

定理 6.4 iw =/f( (z) 是 开平 面 |z| < + oo 上 的 一 个 亚 纯 函 
数 , 其 级 1< + w,z = g{w) 是 f(z) WRA. Еа (1 < q 
<+o) 条 半 E RAO) (k=1,2 ..., qD < 0, < 0, <- <0, 
< 2л, Ogri = 0, + 2л), 使 得 对 于 任意 数 s > 0, 有 


q 
ов?) Q(0 + е, Ө, -sn.f=x} 
— 7 =0, 


k=1 
r— + o logr 


X = 0, о. 


ig (w) 的 判别 有 穷 非 零 直接 超越 奇 点 个 数 为 f(z) 的 有 穷 非 零 亏 
值 个 数 为 p, 其 中 了 个 亏 值 同 时 是 g(w) 的 直接 超越 奇 点 , 则 有 关系 
Жр-Г+1< 4. 

定理 6.5 би = /(2) 是 开平 面 |z| < + оо Е — i E Hk A 
数 ,其 下 级 为 六 0<A< + oo), z = g(w) Jë f (z) ВБ. ВНЕ 
##Eq(1<q< + о) ЖҒА #А(0,) (k =1, 2, ---, 40 < 0, < 0, 
<... < 0, <2п, 0..1 = 2л + 04), 使 得 对 于 任意 数 e > 0, 有 


а 
oan| U Q (0, + s, Orti — Er), f = x} 
lm әк 


кә + o logr 


1) 当 p =0 时 ,定理 6.5 失 去 意义 , 当 p > 1 时 ,根据 定理 3.6, 我 们 判定 f(z) 的 


级 人 < + оо. 
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记 g(w) 的 判别 有 穷 非 零 直接 超越 奇 点 个 数 为 f(z) 的 有 穷 非 零 亏 
АТЖ Ур, 其 中 二 个 亏 值 同时 是 g(w) 的 直接 超越 奇 点 .再 假定 p 
一 【了 +1= 9g, 则 f(z) 的 每 个 亏 值 同时 是 新 近 值 . 

最 后 ,我 们 作 两 点 说 明 

(1) 当 9g 关 2 时 ,根据 条 件 p -+!L= 我 们 可 以 判定 下 级 4 
> 0. 于 是 当 4 关 2 时 ,我 们 可 以 去 掉 定理 6. 3 和 定理 6.5 中 的 假设 条 
и > 0. 

(2) 在 定理 6. 3 和 定理 6. 5 的 条 件 下 , ЗТ ЕВА /(2) 在 每 个 
R Q (0, + 2e, 0k41 — 25) (к= 1, 2, 4) 上 至 多 除去 一 些 测度 很 小 
的 点 集合 外 , Е а b, 


- 560 · 


参考 文献 


[1] Ahlfors, L. V. 

a) Beitrige der meromorphen Funktionen, 7. Congr. Math. Scand. 
Oslo, 1929, 84—88. 

b) Untersuchungen zur Theorie der konformen Abbildung und der 
Theorie der ganzen Funktionen, Acta Soc. Sci. Fenn., 1 (1930), 1— .40. 

c) Über die asymptotischen Werte der meromorphen Funktionen 
endlicher Ordnung, Acta Acad. Aboensis. Math. et Phys., 6 (1932). 

d) Zur Theorie der Uberlagerungsflichen, Acta Math., 65 (1935), 
157—194. 

e) Lectures on quasiconformal mapping, Van Nostrand, Princeton, 1966. 

D) Conformai invariants | 

Topics in Geometric Function Theory, McGraw-Hill, 1973. 

[2] Anderson, J.M., Barth, K.F. and Brannan, D.A. 

a) Research problems in complex analysis, Bull. London Math. Sos., 9 
(1977), 129—162. 
[3] Аракелян, Н. У. 

а) Целые функций конечного порядка с бесконечным множеством 
дефектных значений, ДАН СССР. 1701966), 999—1002. 
[4] Ваегпѕќеіп, А. 

а) Proof of Edrei's spread conjecture, Proc. London Math. Soc, 26 
(1973), 418—434. 

b) Integral means, Univalent functions and circular symmetrization, 
Acta Math.,133 (1974), 139—169. 
[5] Barth, K.F., Brannan, D.A. and Hayman, W.K. 


561 - 


a) The growth of plane harmonic functions along an asymptotic path, 
Proc. London Math. Soc ., 37 (1978), 363-— 384. 

[6] Borel, E. 

a) Sur les zéros des fonctions entieres, Acta Math., 20 (1897), 357—396. 
[7] Bureau, F. 

a) Mémoire sur les fonctions uniformes à point singulier essentiel isolé, 
Mé moires de la Société royale des sciences de Liége, 17 (1932). 

[8] Campbell, D.M., Clunie, J.G. and Hayman, W. K. 

a) Research problems in complex analysis, in “Aspect of contemporary 
complex analysis” (Brannan, D. A. and Clunie, J. G. eds), Academic press, 
1980. 

[9] Cartan, H. 

a) Sur les systèmes de fonctions holomorphes à variétés linéaires 
lacunaires et leurs applications, Ann. Ec. Norm. Sup, 45 (1928), 255—346. 

b) Sur la fonction de croissance attachée à une fonction méromorphe 
de deux variables et ses applications aux fonctions méromorphes d'une 
variable, C.R. Acad. Sci. Paris, 189 (1929), 521—523. 

[10] Ær (Сһиапр Chi- tai) 

a) Un théorème relatif aux directions de Borel des fonctions 
méromorphes dordre fini, C. R. Acad. Sci., 204 (1937), 951—952. 

b) Une généralisation dune inégalité de Nevanlinna, Sci, Sinica, 13 
(1964), 887—895. 

c) 亚 纯 函 数 的 奇异 方向 ,科学 出 版 社 ,1982 
[11] Denjoy, A. 

a) Sur les fonctions entiéres de genre fini, C.R. Acad. Sci. Paris, 145 
(1907), 106—109. 

[12] Drasin, D. | 

а) Оп asymptotic curves of functions extremal for Denjoy’s conjecture, 

Proc. L ondon Math. Soc., 26 (1973), 142—166. 


: 562 - 


b) The inverse problem of the Nevanlinna theory, Аста Math., 138 
(1977), 83—151. 

c) Proof of а conjecture of F. Nevanlinna concerning functions which 
have deficiency sum two (Preprint). 
[13] Drasin, D. and Weitsman, A. 

a) Meromorphic functions with large sums of deficiencies, Advances in 
Math., 15 (1974), 93—126. 

b) On the Julia directions and Borel directions of entire functions, 
Proc. L ondon Math. Soc., 32 (1976), 199—212. 
[14] Edrei, A. 

а) Sums of deficiencies of meromorphic functions, J. Analyse Math., 1. 
14 (1965), 79—107; П. 19 (1967), 53—74. 

b) Solution of the deficiency problem for functions of small lower order, 
Proc. London Math. Soc., 26 (1973), 435—445. 
[15] Edrei, А. and Fuchs, V/. H. J. 

a) Valeurs déficientes et valeurs asymptotiques des fonctions 
méromorphes, Comment. Math. Helv., 33 (1959), 258——295. 

b) On the growth of meromorphic functions with several deficient 
values, Trans. Amer. Math. Soc., 93 (1959), 292—328. 

c) The deficiencies of meromorphic functions of order less than one, 
Duke Math. J., 27 (1960), 233 一 249. 

d) Bounds for the number of deficient values of certain classes of 
meromorphic functions, Proc. London Math. Soc., 12 (1962), 315—344. 

e) On meromorphic functions with regions free of poles and zeros, Acta 
Math., 108 (1962), 113—145. 
[16] Fuchs, W. H. J. 

a) A Phragmén-Lindelöf theorem conjectured by D.J. Newman, Trans. 
Amer. Math. Soc., 267 (1981), 285—293. 


b) The development of the theory of deficient values since Nevanlinna, 


` 563- 


Ann. Асай. Sci. Fenn., series А. 1. Math., 7 (1982), 33—48. 
[17] Fuchs, W. H. J. апа Hayman, W. К. 

а) An entire function with assigned deficiencies, Studies in 
mathematical analysis and related topics, Essays in honor of George 
Pólya, Stanford Univ. Press, 1962, 117—125. 

[18] Гольдберг А. A. 

а) О дефектах мероморфных функций ДАН СССР, 98(1954), 893—895. 

b) O возможной величине нижнего поряка целой функций с конечным 
лефектным значением НАУК СССР, 1591964), 968—970. 

019] Гольдберг, А. А. апа Еременко, А. 3. 

а) Об асимптотических кривых челых функчий конечного порядка, 
математический сборник, 109(1979), 555—581. 

[20] Голузин, Г. М. 

а) Геометрическая теория функчий комплексного переменного» наука 1966. 
[21] Hayman, W. К. 

а) Multivalent functions, Cambridge, 1958. 

b) Picard values of meromorphic functions and their derivatives, Ann. 
Math., 70 (1959), 9—42. 

c) Meromorphic functions, Oxford, 1964. 

d) Research problems in function theory, Athione Press, 1967. 

e) Angular value distribution of power series with gaps, Proc. L ondon 
Math. Soc., 24 (1972), 590—-624. 

Ü) Research problems in function theory, in “Symposium on complex 
analysis, Canterbury, 1973” (J.G. Clunie and W.K. Hayman, eds), 
Cambridge U.P., 1974. 

g) Оп Iversen’s theorem for meromorphic functions with few poles, 
Acta Math., 141 (1978), 115—145. 

[22] # ВЕЖ (Hiong King- lai) 


a) Sur les fonctions méromorphes et les fonctions algébroides, Mém. 


- 564 ， 


Sci. Math. Fasc., 139, Paris, 1957. 
[23] Huber, A. 

a) On subharmonic function and differential geometry in the large, 
Comment, Math. Helv., 32 (1957), 13- 72. 

[24] Iversen, F. 

a) Recherches sur les fonctions inverses des fonctions méromorphes, 
Thëse de Helsingfors, 1914. 

[25] Julia, G. 

a) Sur quelques propriétés nouvelles des fonctions entières ou 
méromorphes, Amn. École Norm. Sup., 36 (1919), 93—125; 37 (1920), 
165—218. 

[26] Kennedy, P. B. 

а) On a conjecture of Heins, Proc. London Math. Soc., 5 (1955), 22—47. 

b) A Class of integral functions bounded on certain curves, Proc. 
London Math. Soc., 6 (1956), 518—547. 

[27] Lewis, J., Boss, J. and Weitsman, A. 

a) On the growth of subharmonic functions along paths (preprint). 
[28] Lindelöf, E. 

a) Sur un principle générale de Fanalyse et ses applicationg à la théorie 
de la representation conforme, Acta Soc. Sci. Fenn., 46 (1915). 

[29] S 1 3E(Lü Yi-nian) 和 张 广 厚 (Zhang Guang-hou) 

a) On Nevanlinna direction of a meromorphic function, Sci. Simica, 26 
(1983), 607—617. 

[30] МШоих, Н. 

а) Le theoreme de Picard, suites de fonctions holomorphes; fonctions 
holomorphes et fonctions entieres, J. de Math., 3 (1924), 345—401. 

b) Sur une extension d'un théorème de P. Boutroux-H. Cartan, Bull. 
Sos. Math. Fr., 65 (1937), 65—75. 


c) Extension d'un théorème de M. R. Nevanlinna et applications, Act. 


- 565 · 


Sci et Ind., No. 888, {1940). 

d) Sur les directions de Borel des fonctions entières, de leurs dérivées et 
de leurs integrales, J. Analyse Math., 1 (1951), 244—-330. 

[31] Nevanlinna, F. 

a) Über eine Klasse meromorpher Funktionen, C. R. 7° congr. Math. 
Scand., Oslo, 1929, 81-—83, 

[32] Nevanlinna, R. 

a) Le Théorème de Picard-Borel et la théorie des fonctions 
méromorphes, Paris, 1929. 

b) Analytic functions, Springer, Berlin, 1970. 

[33] Ostrowski, A. 

a) Ueber Folgen analytischer Funktionen und einige Verschärfungen 
des Picardschen Satzes, Math. Zeit., 24 (1926), 215—258. 

[34] Puger, А. 

а} Zur Defektrelation ganzer Funktionen endlicher Ordnung, Comment. 
Math. Helv., 19 (1946), 91—104. 

[35] Rauch, A. 

a) Extension de theoremes relatifs aux directions de Borel des fonctions 
méromorphes, J. de Math. pures et appl., 12 (1933), 109—171. 

b) Cas ou une direction de Borel d'une fonction entiere f(z) d'ordre fini 
est aussi direction de Borel pour f'(z), C.R.Acad. Sci, 199 (1934), 
1014—1016. 

[36] Shimizu, T. 

a) On the theory of meromorphic functions, Јар. Journ. Math., 61929). 
[37] Teichmüller, O. 

a) Vermutungen und sàtze über die Wertverteilung ребгосһепег 
` Funktionen endlicher Ordnung, Deutsche Math., 4 (1939), 163—190. 

[38] Tsuji, M. 


a) Potential theory in modern function theory, Maruzen, Tokyo, 1959. 


- 566 - 


[391 Valiron, G. 

a) Lectures on the general theory of integral functions, Edouard Privat, 
Toulouse, 1923. 

b) Recherches sur le théorëme de M. Borel dans la théorie des 
fonctions méromorphes, Acta Math., 52 (1928), 67—92. 

c) Sur les directions de Borel des fonctions entières, Annali di Mat., 9 
(1931), 273—285. 

d) Directions de Borel des fonctions méromorphes, Mémor. Sci Math., 
fasc. 89, Paris, 1928, 

e) Sur les valeurs déficientes des fonctions méromorphes d'ordre nul, C. 
R. Acad. Sci. Paris, 230 (1950), 40—42. 

[40] Weitsman, A. 

a) Meromorphic functions with maximal deficiency Sum and a 
conjecture of F. Nevanlinna, Acta Math., 123 (1969), 115—139. 

b) A growth property of the Nevanlinna Characteristic, Proc. Amer. 
Math. Soc., 26 (1970), 65—70. 

c) A theorem on Nevanlinna deficiencies, Acta Math., 12%1972), 41—52. 
[41] Wiman, A. 

a) Sur une extension d'un théorème de M. Hadamard, Arkiv f. Math. 
Ast. Phys., 2 (1905). 

[42] 杨 乐 (Yang Lo) 和 张 广 厚 (Zhang Guang-hou ) 

a) Sur la distribution des directions de Borel des fonctions 
méromorphes, Sci. Sinica, 16 (1973), 465 482. 

日 关于 整 函数 的 亏 值 总 数 ,数学 学 报 ,18(1975).35 一 53. 

с) Recherches sur le nombre des valeurs deficientes et le nombre des 
directions de Borel des fonctions méromorphes, Sci. Sinica, 18 (1975), 
23—37. 

4) Sur la construction des fonctions méromorphes ayant des directions 


singulières données, Sci. Sinica, 19 (1976). 445-—459. 


' 567: 


[43] 张 广 厚 (Zhang Guang-hou) 

a) 关于 亚 纯 函 数 与 其 各 级 导数 或 积分 的 公共 波 莱 耳 方向 的 研究 , 数学 学 
报 ,20 (1977), (1) 73—98; (ID 157—177; (III) 237—247. 

b) А symptotic values of entire апі теготогрћіс functions, Sci. Sinica, 
20 (1977), 720—739. 

с) 整 函 数 与 亚 纯 函数 的 气 值 . 渐 近 值 和 茹 利雅 方向 的 关系 的 研究 , 中 国 科 
学 ,增刊 1 (1978), 1—80, | 

d) The length of an asymptotic path of an entire function, Sci.Sinica, 22 
(1979), 991— 999. 

e) On entire function extremal for Denjoy’s conjecture, Sci. Sinica, (D. 
24 (1981), 885—898; (ID. 11 (1982), 981—994. 

f) Direct transcendental singularities for inverse functions of 
meromorphic functions and of their derivatives, Sci. Sinica, 25 ( 1982), 
797—807. 

g) RA I ñ => EA z Pt РЕ ЖК, HERE, 4 (1983), 293—305. 

h) 具有 有 穷 条 Julia 方向 的 整 函 数 ,中国 科 学 ,9 (1983), 775—786. 

i) 关于 亚 纯 函 数 的 一 般 性 定理 及 其 应 用 (尚未 发 表 ). 

j) 零点 分 布 在 有 穷 条 半 直 线 上 的 整 函数 (尚未 发 表 )。 

[44] 张 广 厚 (Zhang Guang- поп) (Уи Peng- cheng) 

al) 亚 纯 枉 数 的 级 ,中国 科学 ,S%1985). 


· 568 · 


